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物质 按 集聚 状态 不 同 ,可 以 分 为 流体 和 固体 两 类 物质 。 流 
体 和 国体 的 分 子 结构 和 分 子 间作 用 力 性 质 是 不 同 的 。 流 体 不 
能 抵抗 任何 力 的 作用 ,作用 在 流体 上 的 力 不 撤销 ,流体 的 变形 
将 一 直 进 行 下 去 。 真 实 流体 都 是 有 粘性 的 ,流体 的 粘性 是 流体 
分 于 内 摩擦 的 宏观 表现 ,是 流体 产生 议 旋 运动 的 内 因 。 当 流体 
运动 产生 变形 时 ,流体 粘性 提供 抗拒 流体 变形 的 阻力 。 人 们 将 
理想 化 的 无 粘性 流体 称 为 理想 流体 。 

流体 力学 在 宏观 尺度 上 考察 流体 的 力学 行为 ,是 一 门 采 用 
连续 介质 模型 ,研究 流体 的 平衡 和 宏观 运动 规律 以 及 流体 与 其 
所 接触 物体 相互 作用 的 学 科 。 在 连续 性 假定 下 ,流体 被 看 成 是 
由 连续 分 布 的 流体 质点 组 成 的 连续 介质 。 

理论 研究 .实验 研究 和 数值 计算 是 推动 流体 力学 发 展 的 三 
种 研究 方法 。 采 用 理论 研究 方法 ,首先 是 对 流体 及 其 运动 进行 
合理 简化 和 近似 ,设计 恰当 的 理论 模型 ;然后 根据 物理 普遍 定 
律 和 流体 力学 公式 ,建立 描写 流体 运动 规律 的 积分 形式 或 微分 
形式 封闭 方程 组 ,以 及 与 之 相应 的 初始 条 件 和 边界 条 件 , 并 利 
用 数学 工具 分 析 求 解 方 程 组 以 揭示 流体 量 的 变化 规律 ;最 后 将 
解 与 实验 或 观察 比较 ,确定 解 的 准确 度 及 适应 范围 。 流 体力 学 
实验 研究 主要 是 在 风 洞 . 激 波 管 ,水 洞 ,水 槽 .水电 比拟 等 设备 
中 进行 模型 试验 或 实物 试验 ,能 够 在 与 所 研究 的 问题 完全 相同 
或 大 体 相同 的 条 件 下 进行 观测 。 尽 管 通过 实验 得 出 的 结果 一 
般 说 来 是 可 靠 的 ,但 是 实验 方法 往往 要 受 模型 尺寸 的 限制 和 边 
界 条 件 的 影响 。 数 值 计 算 方法 可 以 解决 理论 研究 无 法 解决 的 
复杂 流动 问题 , 和 实验 相 比 所 需 的 费用 和 时 间 都 比较 少 ,而 且 
有 较 高 的 精度 ,因此 计算 流体 力学 已 成 为 流体 力学 的 重要 分 支 
学 科 。 三 种 研究 方法 之 间 密 切 联系 ,取长补短 ,后 此 影响 ,相互 
促进 。 

流体 运动 是 宏观 现象 ,人 们 易于 观察 和 感知 。19 世纪 水 
力学 作为 流体 力学 在 工程 上 的 应 用 得 到 高 度 发 展 ,由 于 那个 时 
期 从 事 流体 力学 理论 研究 的 学 者 都 认为 流体 是 没有 粘性 的 , 因 
此 得 到 的 一 些 理想 流体 的 理论 结果 与 流体 在 工程 中 的 实际 应 
用 发 生 了 矛盾。20 世纪 初 德国 人 普 朗 特 提出 边界 层 理论 以 后 ， 
才 将 理想 流体 的 理论 和 粘性 流体 的 工程 应 用 统一 起 来 , 莫 定 了 
近代 流体 力学 的 基础 。 流 体力 学 从 本 质 上 讲 是 非 线性 的 ,虽然 
一 百 余年 来 人 类 对 流体 力学 的 科学 研究 取得 了 大 量 重要 成 果 ， 
但 是 流体 力学 学 科 至 今 仍然 包含 着 极为 丰 请 .还 未 被 人 认识 和 
理解 的 现象 和 规律 。 

流体 力学 对 整个 科学 的 发 展 起 着 重要 的 作用 。20 世纪 下 


流体 力学 


半 叶 ,由 于 实验 测试 技术 ,数值 计算 手段 和 理论 分 析 方 法 的 进 
步 ,人 人 们 对 流体 力学 中 的 市 流 .混沌 .滑动 , 寥 相 流 , 非 平衡 流 ， 
渗流 等 基本 流动 现象 和 非 线 性 流动 理论 方面 的 研究 取得 了 入 
大 进展 ,为 科学 技术 进步 和 国民 经 济 发 展 做 出 了 重要 贡献 。 流 
体力 学 在 自然 科学 领域 是 一 门 重要 的 技术 基础 学 科 ,在 工程 科 
学 和 技术 科学 领域 又 是 一 门 应 用 性 很 强 的 工程 技术 学 科 , 其 应 
用 几乎 遍及 国民 既 济 的 各 个 部 门 , 目 前 已 很 难 找 出 一 个 技术 部 
门 与 流体 力学 没有 或 儿 或 少 的 联系 ,近年 来 ,流体 力学 和 其 他 
学 科 相 互 滩 透 ,形成 了 一 系列 边缘 学 科 。 流 体力 学 是 建筑 ,机 
械 ,化工 .食品 .水利 ,气象 ,造船 .航空 等 工程 学 科 的 重要 应 用 
基础 理论 之 一 ,在 生物 ,能 源 、 材 料 ,环境 等 高 技术 领域 里 有 非 
常 广泛 的 应 用 。 

通过 流体 力学 的 理论 研究 ,对 流体 流动 进行 科学 的 抽象 ， 
利用 数学 方法 求 出 理论 结果 ,可 以 清晰 地 ,普遍 地 揭示 其 内 在 
规律 。 流 体力 学 理论 中 ,粘性 不 可 压缩 流体 的 流动 问题 是 流体 
力学 研究 的 中 心间 题 。 研 究 流体 粘性 与 流体 有 旋 运 动 的 必然 
联系 ,所 揭示 出 的 流体 力学 基本 原理 ,是 研究 各 个 流体 力学 分 
友 肉 容 的 基础 ,各 个 流体 力学 分 支 通 过 研究 粘性 不 可 压缩 流体 
的 流动 问题 ,统一 于 流体 力学 学 科 之 中 。 流 体力 学 基本 方程 组 
反映 了 流体 运动 的 基本 规律 。 流 体力 学 基本 方程 组 的 一 般 形 
式 是 处 理 流体 力学 具体 问题 的 出 发 点 。 熟 亚 流 体力 学 基本 方 
程 组 的 一 般 形式 ,有 助 于 理解 流体 力学 的 理论 结构 ,可 以 做 到 
学 习 流 体力 学 基本 内 容 时 心中 有 数 。 

现代 一 般 流体 力学 专著 和 教材 中 广泛 采用 场 论 和 张 量 等 
数学 工具 。 本 教材 作为 少 学 时 教材 ,努力 贯彻 面向 21 世纪 教 
材 起 点 较 高 . 少 而 精 .学 以 致 用 的 原则 ,在 处 理 较 复杂 的 流体 力 
学 问题 时 ,为 了 使 流体 力学 的 概念 表达 明确 .方法 描述 简洁 ,不 
纠缠 在 繁 元 的 数学 推 证 过 程 中 ,编者 在 编写 过 程 中 ,力求 怡 当 
地 采用 场 论 和 张 量 工具 ,使 学 生 不 必 热 练 掌握 高 级 数学 技巧 ， 
就 能 理解 流体 力学 基本 原理 ,在 学 习 流 体力 学 基本 理论 时 收 到 
事半功倍 的 效果 。 

本 教材 试图 用 不 大 的 篇 幅 . 以 统一 观点 和 编者 认为 最 好 的 
形式 来 表述 流体 力学 的 重要 委 念 ,基本 原理 及 其 应 用 ,力求 深 
入 漫 出 地 闸 明 流体 力学 中 的 基本 规律 和 处 理 问 题 的 近 侯 方法 ， 
给 出 流体 力学 引 论 性 的 内 容 ,使 学 生 获得 一 个 比较 完整 的 流体 
力学 学 科 体 系 框 架 ,为 继续 学 习 流 体力 学 各 专门 分 支 和 相关 学 
科 铺 垫 基 础 。 采 用 本 书 给 非 流体 力学 专业 的 工程 学 科 专 业 学 
生 讲授 少 学 时 流体 力学 课程 时 ,学 时 数 不 宜 少 于 40 学 时 ， 
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本 书 第 1 章 给 出 流 体 的 连续 介质 假定 后 ,为 了 理解 影 啊 流 
体 流 动 的 内 因 , 讨 论 了 流体 的 密度 .压缩 性 ,表面 张力 .扩散 性 、 
粮 性 和 叶 热 性 等 物理 属性 ,简要 搬 述 了 流体 平衡 态 热 力学 。 第 
2 章 介 绍 了 流 场 中 必然 涉及 到 的 梯度 . 茹 度 和 旋 度 等 场 论 知 
识 ;针对 流体 力学 中 讨论 的 应 力 张 量 和 应 变 张 量 ,着重 介 绍 了 
二 阶 向 卡尔 张 量 等 有 关 张 量 知 识 , 为 以 后 章节 的 学 习 打 下 基 
础 。 第 3 章 介 绍 的 流体 力学 基本 概念 包括 :必用 在 流体 上 的 
力 ,描述 流体 运动 的 拉 档 半日 方 读 和 欧 控 方法 ,速度 分 解 定 理 
和 变形 速度 张 量 , 流 体 袜 函 的 运动 分 析 ,静止 流体 中 的 压力 分 
布 。 这 一 章 纳 入 了 流体 静 力 学 的 基本 内 容 ,没有 安排 流体 静 力 
学 独立 成 章 。 第 4 章 通 过 质量 守恒 定律 .动量 定理 和 能 量 守 恒 
定律 ,导出 了 流体 力学 的 积分 形式 和 微分 形式 的 连续 性 方程 ， 
运动 方程 和 能 其 方程 ,通过 本 构 方 程 给 出 应 力 应 变 关 系 ,结合 
状态 方程 ,建立 起 流体 力 掌 基本 方程 组 ,同时 建立 了 相应 的 初 
边界 条 件 。 第 5 章 介 绍 流体 流动 中 的 守恒 原理 及 其 应 用 ,通过 
欧 拉 方程 的 第 一 积分 ,导出 伯 努 利 方程 这 一 非常 重要 的 机 械 能 
衡 算 了 式 。 在 这 一 章 里 ,采用 控制 体 方法 ,分 别 应 用 一 维 连续 性 
方程 . 们 蓄 利 方程 .动量 定理 和 动量 电 定 理 ,对 一 些 殿 型 恒 题 进 
行 了 分 析 计 算 。 第 6 章 介 绍 理想 不 可 压缩 流体 的 流动 ,着 重 介 
绍 了 有 势 流动 和 二 维 无 旋 流 ,并 给 出 了 均匀 流 , 径 向 流 .环流 和 
偶 极 流 等 基本 无 旋 流 的 势 沙 数 和 流 函 数 的 表达 式 , 讨 论 了 理想 
流体 绕 圆柱 的 流动 。 这 一 章 的 最 后 介绍 了 涡 旋 运动 的 基本 性 
证 皮 其 判别 方法 。 第 7 了 章 介 绍 丁 精 性 流体 流动 的 基本 性 质 , 氢 
述 屋 流向 洲 流 转化 的 临界 雷诺 数 生 件 ; 描 述 了 流体 动力 相似 原 
理 , 提 出 流体 动力 相似 准则 ;利用 圈 球 个 流 介绍 了 小 雷诺 数 流 
动 的 特点 ;对 于 大 雷 诸 数 流动 ,主要 介绍 了 平面 边界 屋 理论 , 建 
立 本 普度 特 边界 层 方 程 , 计 论 了 摩擦 阻 办 ;在 边界 屋 理 论 的 基 
础 上 ,介绍 了 涡 旋 诱发 振动 的 基本 概念 和 润滑 理论 ;本 章 末 以 
管 流 的 讨论 作为 结束 。 
本 书 由 染 智 权 主 编 ,昆明 理工 大 学 汉 燕 参加 了 第 3 章 流 体 
静 力 学 基本 内 容 和 第 5 章 流 体 流动 守恒 原理 的 编写 。 由 于 篇 
幅 和 学 时 的 限制 , 书 中 没有 涉及 襄 流 理论 和 高 速 空气 动力 学 理 
论 , 对 于 已 经 触及 的 内 容 也 是 挂 一 测 万 ,而 且 讨 论 很 不 深入 ， 
但 是 必 为 少 学 时 的 流体 力学 理论 教材 ,学 生 如 果 能 够 熟练 党 可 
书 中 提供 的 基本 内 容 , 在 今后 进一步 深入 学 习 和 应 用 流体 力学 
理论 时 就 有 了 可 靠 基 础 。 本 书 在 编写 过 程 中 ,得 到 许多 同志 的 
关心 ,指导 和 帮助 ,在 这 里 一 并 对 他 们 表示 衷心 感谢 。 
编 者 
2001 年 12 月 
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流体 力学 是 一 门 建 立 在 连 问 介质 假定 之 上 古 究 流体 平衡 规律 ,流体 宏观 运动 规律 以 及 流 
体 与 所 接 列 物体 之 间 相 互 作用 的 学 科 。 流 体力 学 的 研究 对 象 是 流体 ,流体 的 物理 属性 诸如 密 
度 ,压缩 性 ,扩散 性 . 帖 性 和 表面 张力 是 流体 分 子 微观 作用 的 密 观 表现 ,它们 是 引起 流体 运动 状 
态 变 化 的 内 国 。 


1.1 流体 与 连续 介质 假定 


从 力学 特征 来 讲 ,流体 与 匠 悼 不同 ,流体 是 易 流 动 的 物质 。 对 于 任何 拆 小 的 切 癌 应 力 , 呈 
要 持续 地 施加 在 流体 上 ,流体 便 在 切 向 应 力作 用 下 持续 流动 并 发 生 任 意 大 的 变形 。 因 此 流体 
在 静止 状态 时 只 承受 法 向 应 力 ,不 承受 切 向 应 力 。 流 体 的 流动 性 是 由 流体 分 于 微观 结构 所 决 
定 的 。 从 流体 分 于 运动 的 角度 去 研究 流体 的 平生 和 运动 规律 显然 是 很 困难 的 。 流 体力 学 不 去 
考察 个 别 分 子 的 微观 运动 情况 ,而 是 采用 连续 介质 假定 ,着眼 于 由 大 量 分 子 组 成 的 流体 质点 的 
宏观 运动 规律 。 

1.1.1 物质 形态 


(1) 物质 分 子 间 作用 力 

物质 的 宏观 性 质 和 存在 形态 ,与 它们 的 分 于 结构 和 分 于 间作 用 力 的 性 奈 有 关 。 两 个 狐 立 
分 于 的 中 心 距 的 量 级 为 0 ”em 时 ,其 相互 作用 是 很 强 的 量子 力 . 当 分 子 电 于 层 的 电 于 有 可 能 
交换 时 ,分 子 间 的 力 是 吸引 力 并 构成 化 学 键 ; 当 电子 不 可 能 交换 时 ,分子 间 的 力 是 排斥 力 ,而 且 
随 闭 分 子 之 间距 离 增 大 迅速 衰减 。 如 果 两 个 分 于 中 心 之 间 的 有 距离 再 大 一 些 ,达到 10” ~10” 
cm 的 量 级 时 ,分 子 之 间 的 相互 作用 是 徽 弱 的 吸引 力 。 设 有 形成 化 学 键 的 两 个 分 子 之 间 的 相互 
作用 力 ,与 它们 的 中 心 距 的 函数 关系 如 图 1. 1 所 示 ， 对 于 大 多数 简单 分 于 ,分 于 同 的 距离 d= 
3x10 -4x10-”em。 当 分 子 间 的 上 距 离 为 由 时 ,相互 作用 力 将 改变 符号 ,这 时 一 个 分 子 相 对 
于 另 一 个 分 子 处 于 稳定 平衡 位 置 。 

(2) 物 质 存在 形态 

温度 变化 对 物质 形成 固态 .液态 和 气态 是 有 明显 影响 的 。 温 度 较 低 时 ,分 于 运动 不 剧烈 ， 
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分 子 间 的 距离 是 4 的 数量 级 ,分 于 间 的 相互 作用 万 
扰 数 值 报 太 的 大 于 型 强 作 用 力 ,分 子 只 能 储 各 日 的 
平 街 位 置 作 微 气动 ,物质 形态 表现 为 具有 一 定形 状 
和 体积 的 固 迟 状 态 。 

当 温度 升 高 时 ,分 子 运动 变 得 剧烈 起 来 ,分 于 之 
间 的 此 离 增 大 ,作用 力 蛮 为 量子 型 星人 必用 力 当 经 和 典 
则 1 由 渭 划 手 间 锋 局 力 与 让 测 的 美 下 作用 力 驱 全 交趾 本 全 用 力 查 民 并 辣 相 下 年 一 

温度 时 ,分 了 不 能 维持 在 固定 平衡 位 置 附近 作 徽 振 

动 , 但 是 分 子 间 的 作用 力 还 能 维持 分 子 被 此 不 远离 苍 散 ,物质 形 坊 囊 现 为 不 能 维持 :定形 状 但 
仍 有 一 定 体 积 的 液体 状态 ,温度 继续 升 高 ,分 子 运 动 程度 变 得 很 汶 烈 ,分 于 间 的 距离 村 104d， 
的 数 基 级 时 ,作用 上 旋 已 非常 微弱 ,分 子 相 互 分 散 远 离 ,近似 作 自 由 运动 ,物质 形态 表现 为 没有 固 
定形 状 和 大 小 的 气体 状态 。 祝 体 和 气体 是 易于 流动 的 物质 ,人们 通常 将 补体 和 气体 称 为 流体 ， 

在 0T 和 1 标准 大 气压 !1 标准 大 气压 = 101. 325kPa) 的 条 忻 下 ,lem 体积 中 的 气体 分 子 
数 是 2. 69 x 10" ,也 就 是 说 气体 密度 太 约 为 液体 密度 的 1/1 000。 在 上 述 条 件 下 ,lem 体积 中 
的 气体 分 于 1s 内 要 碰撞 10 次。 可 以 计算 出 ,一 个 气体 分 子 在 两 次 碰 擅 间 所 经 过 的 平 岂 距离 
为 了 x10 “em, 约 为 200d, 的 数量 级 。 因 此 气体 分 子 间 距离 很 远 ,分 子 偶尔 发 生 碰 撞 外 ,大 部 必 
自由 运动 ,在 动力 学 上 是 孤 并 的 ,这 决定 了 气体 具有 许多 独特 性 质 。 液 体 的 某 些 分 子 特性 介 于 
固体 与 气体 之 间 。 液 体 分 子 随机 热 运动 的 振幅 与 4 的 数 景 级 相同 ,固体 分 于 随机 热 返 动 的 振 
幅 远 小 十 ,气体 分 子 随机 热 运 动 的 振幅 远大 于 dd,， 固体 中 的 分 了 排列 有 序 , 气 栖 中 的 分 子 
排列 无 序 ,液体 中 的 分 子 排列 部 分 有 序 。 

(31 流 二 的 易 流 动 性 

流体 具有 的 易 流 动 性 ,力学 上 表现 出 它们 在 静止 时 不 能 承受 切 向 应 力 , 因 为 ,不 管 多 人 么 小 
的 切 向 应 力 ,部 将 恒 流 迟 发 生 流 动 。 如 果 持 续 对 流体 施加 切 向 应 力 , 流 悼 可 以 产生 主意 大 的 恋 
形 。 固 体 没 有 流动 性 ,在 静止 时 布 促 可 以 承受 法 向 应 力 ,还 可 以 承受 切 向 应 力 。 一 般 情 形 下 ， 
国体 受到 切 向 力作 用 时 ,会 褒 切 钱 方 向 发 生 微小 变形 ,达到 平衡 状态 后 ,在 切 向 力作 用 的 截面 
上 于 受 切 向 应 力 。 实 际 上 固体 和 流体 的 区 别 不 是 怨 对 的 . 有 些 暂 质 具 有 贺 蛋 的 性 质 ， 也 有 流 
体 的 性 质 , 不 能 把 物质 存在 的 形态 截然 分 为 固体 和 流体 。 大 包 数 固态 物质 融 ( 熔 ) 化 为 液态 
8 ,密度 变化 了 百 分 之 几 ,分 于 间距 只 有 微小 变化 , 却 引 起 液态 物质 具有 流动 性 这 样 日 太 的 变 
化 。 

液体 的 密度 量 级 很 接近 于 固体 ,而 其 流动 性 完全 与 气体 类 似 ., 一 般 来 说 ,物证 寻 在 液 相 时 
的 密度 远大 于 它 处 于 气相 时 的 密 庶 .导致 村 悟 液 体 和 气体 产生 一 定 的 加 速度 ,所 需要 的 力 太 小 
不 同 , 但 是 在 这 两 种 情形 下 决定 变形 率 的 微分 方程 却 具 有 相同 的 形式 。 人 人 们 至 今 对 访 体 宏观 
结构 的 了 解 比 对 气体 的 了 解 少 得 才 ,因为 对 液体 不 能 像 对 气体 那样 , 异 助 其 单个 分 子 的 性 质 来 
解释 大 们 观测 到 的 液体 流动 特性 . 


1. 1.2 流体 的 连续 介质 假定 

从 流体 分 子 运 动 的 和 角度 去 研究 流体 的 平衡 和 运动 规律 显然 是 很 困难 的 。 大 们 在 观察 流体 
的 宏观 结构 和 运动 时 ,发 现在 时 间 和 空间 上 与 流体 的 微观 结构 和 运动 不 同 。 流 迟 的 宏观 纺 构 
和 运动 明显 地 呈现 出 均匀 性 .连续 性 和 确定 性 ,流体 力学 研究 的 正 是 流体 这 种 宏观 特性 。 流 眉 
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的 宏观 特性 是 大 量 流 体 分 子 的 统计 平均 特性 。 流体 的 压 希 性 . 扩 藤 性、 导热 性 , 猪 性 等 物理 属 
人 性 ,都 是 芒 人 体 雪子 热 运 动 和 分 于 之 间作 用 力 的 宏观 表现 ， 
{1} 连续 介质 假定 
上 们 研究 流体 的 宏观 特性 时 ,近似 认为 真实 流体 是 由 流体 质点 连续 地 . 役 有 任何 空隙 地 充 
满 尾 个 流动 空间 的 连续 体 ,这 就 是 流体 的 连续 介质 假定 : 
在 连续 分 质 假 定 下 ,流体 的 基本 组 元 是 流体 庄 点 ,每 个 流体 夺 点 都 古 微 现 上 无 穷 太守 现 
上 无 穷 小 的 包含 大 其 流体 分 子 的 分 子 团 ， 人 们 基于 连续 介质 假定 的 流 迟 质点 模型 ,对 于 尽 栅 
流体 宏观 缚 构 和 运动 的 流 性 特征 量 ( 流体 量 ) ,如 密度 .速度 .压力 .温度 等 ,所 观察 到 和 感 馈 到 
的 都 是 均 名 的 ,连续 的 和 确定 的 。 
流体 力学 涉及 的 是 由 大 量 流 体 分 子 组 成 的 流 蛋 质点 的 宏观 运动 规 健 , 关 注 整 人 小 访 动 空 间 
中 流体 量 的 变化 情况 ,不 需要 直接 考察 个 别 流 体 分 子 的 微观 运动 情况 , 即 不 去 闭 眼 于 向 流体 分 
子平 均 自 由 释 ( 在 0 乞 和 1 标准 大 气压 下 ,气体 分 子平 均 自 由 程 为 ?7x10 “em) 那 样 微 小 距离 
上 的 差异 。 大 们 在 流 体力 学 的 研究 和 应 用 中 ,提出 连续 介质 假定 ,采用 连续 介质 这 种 理想 化 的 
简单 物理 模型 ,来 模拟 真实 流体 在 宏观 运动 中 表现 的 力学 行为 。 因 此 ,连续 介质 假定 巧妙 地 回 
如 了 采用 流体 微观 结构 模型 可 能 遇 到 的 困难 , 即 分 子 运 动 在 时 间 和 宝 间 上 具有 的 不 均 习 性 , 离 
散 性 和 随机 性 。 
流体 的 连续 介质 模型 是 代替 真实 流体 结构 的 一 种 简化 的 物质 结构 模型 . 引 人 连 续 介 质 假 
定 以 后 ,流动 空间 中 每 一 个 由 流体 质点 占据 的 几何 位 置 都 有 了 确定 的 物理 意义 ,因此 可 以 用 空 
间 位 置 上 定义 的 物理 量 ! 如 密度 .压力 , 连 度 .温度 等 ) 来 描述 流体 流动 系统 。 由 流体 质点 上 确 
定 的 物理 量 有 所 定义 的 函数 空间 , 称 为 流 场 。 流 场 中 的 匆 理 量 基 时间 和 空间 坐标 的 连续 晒 数 , 利 
用 数学 分 析 中 连续 函数 等 数学 工具 ,能够 简化 对 于 流 体 的 平衡 和 运动 的 研究 和 计算 ， 
(2 假定 的 适用 范围 
连续 介质 假定 有 广 迁 的 适用 范围 ,但 是 ,并 不 是 到 处 都 适用 。 当 分 子 距 离 与 考察 物 体 的 尺 
度 相 当时 ,连续 介质 假定 就 失效 了 ,例如 ,高 层 空间 的 稀薄 气体 对 于 人 人 造 卫 星 就 不 能 当 作 连续 
介质 来 处 理 , 因 为 ,这 种 情况 下 稀薄 气体 分 子 的 平均 自由 程 已 经 与 人 人 造 卫 星 的 尺度 相当 . 
连续 介质 模型 中 的 流体 质点 是 指 改 度 为 上 的 分 于 团 , 它 应 六 具有 所 包 合 的 太 量 流体 分 子 
的 统计 平均 特性 。 微 观 上 ,流体 质点 的 尺度 上 充分 太 , 远 太 于 流体 分 子平 均 自由 程 ;宏观 
上 ,流体 质 点 的 尺度 上 充 雪 小 , 即 上 远 小 于 所 同和 完 的 流体 流动 问题 的 特征 尺寸 二, 即 
LL >>L > {1.1.1) 
应 该 注意 到 ,分 子 团 内 流体 量 的 统计 平均 值 ,是 随 分 子 团 的 尺度 虐 太 小 而 变化 的 。 作 为 连续 介 
质 模型 中 的 流体 质点 ,其 分 子 团 的 尺度 工 必 须 满 足 (1.1, 1) 式 给 定 的 条 件 , 才 能 使 流 场 中 任 一 
点 的 流 性 量具 有 稳定 不 变 的 统计 平均 值 。 如 果 分 子 国 的 尺度 上 接近 流体 分 于 平均 自由 程 上,， 
或 与 流动 问题 的 特征 尺寸 已 有 了 林 比 性 ,都 不 能 作为 连续 介质 模型 中 的 流 蛋 质点 来 处 理 ,这 种 
情况 下 连续 介质 假定 失效 。 
密度 的 概念 包含 了 连续 介质 假定 ,利用 流体 密度 的 概念 可 以 说 明 连 续 介 质 假 定 的 适用 范 
闭 。 密 度 p =ptx,yY,z) 一般 是 信 置 x,Y,z 的 函数 ,其 定义 为 
. 起 m dm 
POAV™ dy 
其 中 ,Am 是 微小 体积 Ay 中 的 质量 。 包 会 给 定 体积 上 中 的 质量 为 


时 = | pts ,2) dr 


密度 定妆 认为 ,对 于 任何 微小 的 体积 ,密度 都 有 确定 的 数值 。 事实 上 ,如果 所 肥 斥 度 是 流体 分 
手 的 斥 度 ,密度 值 因 体积 变化 会 有 很 大 差异 ,如 图 1.2 所 示 。 

图 中 显示 出 , 当 分 子 图 体积 各 内 的 扩 度 太 小 ， 
以 至 于 数量 上 与 分 子平 均 自由 程 乌 同 阶 ,由 分 子 
团 中 少数 不 规则 运动 的 分 子 给 出 的 密度 值 p 是 
脉动 的 ,并 出 现 很 大 的 随机 性 ; 当 分 子 团 体积 和 上 
的 尺度 太 大 ,以 至 子 数量 上 与 所 研究 的 流体 流动 

入 体 体积。 和 同 题 的 特征 尺寸 上 相当 ,分 子 团 内 密度 的 统计 平 

均值 就 会 直接 反映 密度 在 流 场 ( 密 度 场 ) 中 分 布 

的 不 均 名 性 。 流 体 分 子 团 的 尺度 满足 (1. 1. 1) 式 

给 定 的 条 件 ,才能 视 为 连续 介质 假定 中 的 流体 质点 ,成 为 连续 介质 模型 中 的 组 成 单元 ,密度 值 
Pp 在 流 场 中 每 一 点 也 才能 取得 确定 的 数值 。 

际 了 对 于 分 子 团 的 尺度 进行 统计 平均 时 要 求 满足 (1, 1, 1) 式 给 定 的 条 件 , 类 似 地 ,还 应 在 
对 时 间 了 的 长 短 进行 统计 平均 时 ,要 求 满足 微观 充分 长 .宏观 充分 短 的 条 件 , 即 - 

T TT, (1.1.2) 
式 中 了 是 所 研究 问题 的 特征 时 间 ,To 是 分 子 相 久 两 次 磁 撞 的 时 间 间 隔 ，。(1. 1.2) 式 表明 ,一 方 
面 进行 统计 平均 的 时 间 从 微观 上 应 选 得 足够 长 ,在 这 段 时 间 内 分 于 碰撞 已 进行 了 很 名 次 ,使 得 
在 这 段 时 间 内 进行 统计 平均 能 够 得 到 稳定 的 数值 。 另 一 方面 ,进行 统计 平均 的 时 间 从 宏观 上 
应 选 得 比特 征 时 间 小 得 和 名, 以便 能 够 将 进行 统计 平均 的 时 间 看 成 为 一 个 瞬间 。 平 均 物 理 其 与 
统计 平均 时 间 的 关系 类 似 图 1,2 表示 的 曲线 。 

连续 介质 息 定 是 波 惧 力学 中 的 一 个 基本 假定 。 利用 连续 介质 假定 重出 的 流体 力学 基 革 方 
程 和 计算 结果 ,与 大 晤 实验 结果 是 易 窜 的 ,表明 了 连续 介质 假定 的 实用 性 和 合理 性 。 


由 于 分 于 脉动 引起 的 变化 
因 流 侍者 度 在 室 间 的 分 布 引 起 的 变化 
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图 1.2 流体 分 子 略 尺度 对 密度 的 影响 


1,2 流体 的 密度 .压缩 性 和 表面 张力 


流体 的 密度 .压缩 性 和 表面 张力 是 流体 的 重要 物理 属性 。 流 体 的 密度 表征 流体 在 流 场 空 
间 某 后 磊 量 的 密集 程度 , 它 写 流体 的 压缩 性 有 密切 的 关系 。 流 体 的 压 纠 性 是 用 单位 此 强 所 引 
起 的 体积 屋 化 这 来 表示 的 。 流 体 的 佑 积 随 压强 增 大 而 纺 小 , 随 温 度 的 升 高 而 有 秒 了 胀 。 任 何 流体 
都 是 可 以 压 六 的 ,只 是 可 压缩 的 程度 不 同 。 在 很 各 情况 下 ,流体 力学 中 往往 采用 不 可 压缩 流 恒 
模型 来 简化 复杂 的 流体 流动 问题 。 所 谓 流 体 不 可 压缩 ,是 指 流 场 室 间 中 每 一 点 的 密度 是 不 随 
时 间 变 化 的 常数 。 按 照 密 度 的 定义 ,不 可 压 第 流体 质量 守恒 时 ,其 体积 也 不 随时 间 变 化 。 除了 
流体 的 密度 .压缩 性 外 ,液体 与 气体 .液体 与 固体 变 界 面 的 表面 性 质 ,特别 是 液体 自由 表面 的 表 
面 张力 及 其 引起 的 毛细 现象 ,在 一 些 科技 和 工程 应 用 领域 也 受到 密切 关注 ， 


1.2.1 流体 的 密度 
一 般 情 况 下 ,同一 时 刻 在 流 场 不 同位 置 的 流体 密度 是 不 同 的 ,也 就 基 说 ,流体 密度 p 是 位 
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置 *,y,z 的 图 数 , 即 
p = p(x,y,2) (1.2.1) 
(1}) 平 均 密 度 
如 困 流 体 是 均 名 的 ,通过 测定 已 知 体积 VY 中 的 流 恒 质量 ,或 者 测定 已 知 流体 质量 MM 占据 
的 体积 ,可 以 确定 流体 的 平均 密度 。 平 均 密 度 可 表示 为 
MM 


p=y 【1 工 . 之 . 之 | 
式 中 密度 p 是 流 场 单 位 体积 内 所 具有 的 质量 ,其 单位 为 kg/m 。 
(2 密度 的 定 必 
流 场 中 一 点 处 的 流体 审 庶 由 下 面 的 极限 来 定 六 ， 
-1 加 _ dm 
和 


式 中 5r 是 流 场 中 国 绕 指定 点 的 微 元 体积 ,Bm 是 包含 在 微 元 蛋 积 中 的 流 迟 质 量 ， 以 后 分 析 广 
体 流 动 问 题 时 ,将 有 限 以 祝 站 的 符号 改写 为 了 ,用 伪 表示 流体 的 微 元 体积 。 
由 (1.2. 3;) 式 得 到 流体 质 基 的 微分 形式 为 


dm = pdr 1.2.4) 
对 于 和 包 会 在 有 限 体 积 7 中 的 流 位 计量 ,可 以 表示 成 密度 在 该 恒 积 中 的 积分 
时 = | p(zya)d (1.2.57 
(3} 比 容 ( 比 体积 ) 
流体 密度 的 例 数 称 为 比 容 ! 比 虱 积 ) ,用 so 表示 , 即 
p = (1.2.6) 
比 窜 是 单位 质量 流体 所 占有 的 体积 , 它 的 单位 为 m “kg。 
(4] 液体 的 相对 密度 


某 一 液体 的 密度 p; 与 温度 为 4 入水 的 密度 p, 的 比值 通融 称 为 该 液体 的 相对 密度 ,用 符号 d 
来 表示 , 即 


可 二 C1.2.7) 
15) 混合 气体 的 密度 
混合 气体 的 密度 可 根据 各 组 分 气体 所 占 体 积 的 百分数 按 下 式 计算 ; 
p=po 十 月 ;rz 十” 二 月 GE。 = 多 pe (1.2.8) 


式 中 jp ,ps;,….p, 分 别 蚌 混合 气体 中 省 组 分 气体 的 密度 ,a ,Gi ,… ,a 分 别 是 混合 气体 中 各 组 
分 气体 所 占 体 积 的 百分数 。 表 1.1 列 出 了 常用 流体 的 密度 。 
16] 不 可 压缩 流体 
一 般 情况 下 ,近似 把 液体 看 成 是 不 可 压缩 的 。 由 于 气体 比 液体 的 压缩 性 大 得 过 ,对 于 气体 
应 访 控 可 压 碧 流 性 来 处 理 。 热 而 ,在 气流 的 速度 比 音 加 小 得 名 的 情况 下 ,如 迪 气 祝 党 到 的 压力 
改变 很 小 ,使 气体 产生 的 体积 变化 下 大 ,可 以 认为 气 伟 也 是 不 可 压缩 的 。 为 了 简化 计算 ,按压 
缩 性 可 以 将 流体 分 为 不 可 压缩 流体 和 可 压缩 流体 。 显 然 , 不 可 压 纳 流体 只 是 真实 流体 在 给 定 
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条 件 下 关于 压缩 性 的 近似 模型 
表 1.1 芝 用 这 体 的 证 


流体 和 名称。 | 混 度 | 密度 /(ks . m”) | 流体 名 称 _ ET 


真实 流体 痢 是 可 上 里 缩 的 ,其 窗 麻 不 仅 是 位 置 *,Y,z 的 男 数 .还 是 时 间 上 的 画 数 , 即 
p= pi,Y,2,t) 
对 二 均匀 流体 ,如 果 当 作 不 可 压 六 流 体 来 外 理 , 流 体 密 度 是 不 随时 间 改 变 的 常 基 , 即 


dp _ 
dr 
对 于 非 均 值 的 不 可 讨 缩 流体 , 流 场 中 各 点 密度 和 不同 ,但 是 各 点 密度 不 随时 间 改 变 , 可 表示 为 
,0 
dt 


流体 流动 问题 中 ,诸如 水 流 和 低速 大 气流 常常 被 当 作 不 可 压缩 流 悼 来 研究 ,这 一 大 类 流体 是 人 
们 在 工程 实际 和 科学 研究 时 经 党 遇 到 的 。 采 用 不 可 压缩 流体 模型 来 模拟 本 流 和 低速 大 气流 等 
真实 流体 ,使 复杂 的 流体 力学 的 研究 工作 得 到 很 太 简 化 。 


1.2.2 流体 的 可 压 编 性 


流体 质点 的 体积 或 害 度 可 以 随 压 力 或 温度 改变 的 性 质 称 为 流体 的 主编 性 ， 在 通常 的 压力 
或 温度 下 ,液体 比 气 体 的 压缩 性 小 得 密 ,而且 在 相当 太 的 于 力 范围 内 ,补体 的 密度 几乎 是 常数 ， 
例如 ,水 在 温度 20 筷 下 ,压力 每 增加 1 标准 大 气压 , 它 的 体积 侵 比 愿 体积 约 缩小 0.005 免 。 液 
体 和 气体 力学 性 质 最 重要 的 差别 在 于 它们 的 体积 弹性 , 即 可 生 缩 性 不 同 。 气 体 远 比 液体 容易 
压缩 ,在 有 显著 压力 变化 的 流体 运动 中 ,气体 产生 的 比 容 变 化 要 比 液体 大 得 凶 。 

(1 压缩 性 系数 

单位 还 强 所 引起 流体 的 体积 变化 率 称 为 压缩 性 系数 ,以 上 表 之 。 当 温度 不 变 时 ,压缩 性 系 
数 由 下 式 确定 : 


VV _ or 
k= Bo = Vep (‘1.2.9) 


式 中 抒 为 压强 增 其 ,5VAVY 为 流体 的 体积 变化 率 。 上 式 中 的 负 时 表示 印 与 BV 蜡 导 ,因为 压强 
增 大 ,流体 体积 缩小 。 于 编 系数 是 用 来 描述 流体 压缩 性 的 物理 量 ,其 单位 是 m AN。 在 相同 的 
压强 增 量 下 ,# 值 大 的 流体 ,其 体积 变化 率 大 , 较 易 压 编 。 
{2) 体积 模 量 
工程 中 常用 体积 模 量 去 衡量 流体 压缩 性 的 大 小 - 压缩 系数 的 倒数 叫做 体积 模 量 ,用 下 表 
示 
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(1.2, 10) 


KK 的 单位 与 压强 相同 , 开 值 大 的 流体 .可 庄 各 性 小 。 
[3) 体 胀 系数 
划 位 温 升 所 引起 流体 的 体积 变化 率 称 为 体 胀 系数 ,以 @ 表 之 。 当 温度 不 变 时 , 体 胀 系数 
由 王 式 确定 ， 
= 
dT FaT 
式 中 57 为 温度 增 贡 ,BWV 为 流体 的 体积 变化 率 。 上 式 中 订 与 好 同 号 ,因为 汤 峙 逢 总 ,流体 
体积 及 旺 。 体 胀 系数 是 用 来 描述 流体 有 鼎 胀 性 的 物理 量 , 其 单位 基 1 或 1xK。 当 温度 低 于 
50 和 时 ,水 的 体 胀 系数 ay, 随 压强 的 增加 而 增 太 ; 当 温 度 高 十 50 乞 时 ,水 的 体 胀 系数 er 随 压 强 
的 增加 市 减 小 ， 
(4) 完 全 气体 的 状态 方程 
描写 气体 庄 力 m .体积 上 和 温 虚 了 之 间 关 系 , 对 研究 气体 的 性 质 是 十 分 重要 的 。 处 于 半 衔 
状态 的 均 名 流体 系统 ,其 压力 疡 ,体积 下 和 瘟 度 了 由 状态 方程 联系 起 来 , 即 


(1.2.11) 


FitpVvT)y =0 C1 12) 

或 
n= /AT,F) (1.2.13) 
完全 气体 的 状态 方程 是 最 简单 的 ,在 热力 学 计算 中 得 到 了 广泛 应 用 。 完 全 气体 的 状态 方程 为 
pV = RoT (1.2. 14) 


其 中 m 是 气体 质 晤 ; 半 是 气体 分 子 量 1 忆 是 克 分 于 气体 常数 ,RR 是 普通 常数 ,在 国际 芋 位 制 
中 ,Ro =84.789 x10 JA(mol ,发 )。 完 全 气体 在 热力 学 中 称 为 理想 气体 ， 为 了 不 和 和 理想 流体 
的 概念 发 生 混 活 , 流 体力 学 中 全 将 理想 气体 叫 收 完 人 钙 气 体 。 人 们 对 完全 气体 的 分 子 模 型 作 卫 
如 下 假定 :气体 由 大 量 分 于 组 成 ,分 于 的 大 小 ,质量 和 性 质 都 相同 ;气体 分 子 间 的 距离 比分 店 自 
身 的 直径 大 得 多 ;分 于 总 是 充满 并 均 名 分布 在 所 占据 的 容 碾 空间 ;分 子 不 停 地 进行 着 高 回 且 万 
规则 的 运动 ;分 子 之 间 的 碰撞 或 分 了 与 容 吴 壁 的 碰撞 是 完全 弹性 的 ,没有 动能 损失 ;分 于 运动 
遵循 经 暴力 学 的 三 个 定律 。 
对 于 1 克 分 子 气 体 {mm = 型 ] ,{1.2. 14) 式 变 成 


pV = RT Cl. 2.15) 
对 于 均 质 液体 , 审 庶 几乎 不 随 上 庄 力 和 温度 而 改变 ,其 状态 方程 为 
p= 带 败 【1 .2.1 


1.2.3 ”液体 的 表面 张力 


液体 分 于 之 则 的 吸引 力作 用 范围 很 小 ,为 分 子 间距 离 的 3~4 倍 的 球形 范围 内 ,球形 范围 

的 半 各 r=10” ~10 “ecm， 如 果 分 子 距 离 自 由 液 面 等 于 或 大 于 举 径 r, 则 在 分 子 吸引 力作 用 的 
球形 范围 内 的 分 子 钼 于 平 奖 状 态 ， 如 沫 分 子 距 离 吸 引力 小 于 半径 r, 在 分 子 吸 引力 作用 的 球 
形 范围 内 的 分 子 不 能 处 于 平衡 状态 ,而 是 受到 从 自由 液 面向 下 作用 的 分 子 吸 引力 的 合力 : 由 
于 自由 液 面 的 上 面部 分 没有 人 分子, 处子 自由 液 而 上 的 分 骆 受 到 向 下 作用 的 合力 达到 最 大 信 
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自由 液 面 下 小 于 半径 7=10”~10 “em 的 流体 薄 层 称 为 液体 的 表面 层 ， 

液体 的 表面 层 内 的 分 子 距离 自由 液 面 均 小 于 半径 71, 所 以 都 受到 向 下 的 胡 面 拉力 ,从 而 将 
液体 的 表面 记 紧 紧 地 拉 向 液体 内 部 。 液 体 分 于 进入 表面 层 需要 克服 分 子 明 引力 做 功 ,因此 ,向 
自由 表面 输入 的 机 械 功 以 表面 势能 的 形式 储存 起 来 。 自 由 表面 的 增加 意 昧 着 自由 表面 能 的 增 
加 ,需要 向 自由 表面 输入 机 械 功 才能 实现 。 自 由 表面 的 减少 意味 着 自由 表面 能 的 减少 ,于 是 日 
由 表面 要 向 周围 其 说 能 量 。 自 由 表面 收缩 时 受到 的 拉力 对 自由 表面 做 负 功 ,因此 自由 剖面 处 
于 拉 伸 状态 。 定 义 自由 天 面 上 单位 长 座 的 拉力 为 表面 张力 , 记 为 og, 单位 为 N/m。 所 有 液体 的 
表面 张力 随 温 庆 上 升 而 下 降 。 添 加 某 些 有 机 溶液 或 赴 业 ,可 以 改变 液体 的 表面 张力 。 一 定量 
的 被 体 在 宕 面 张力 作用 下 ,其 形状 总 是 取 自 由 表面 能 为 最 小 时 的 形状 。 

外 在 气 液 界面 、 互 不 相 浪 的 两 种 补体 界面 或 某 些 液 园 界 面 附近 液体 ,由 于 分 子 间 相互 作用 
的 各 向 异性 ,液体 表面 发 生 弯 曲 将 产生 表面 张力 。 表 面 张 力 同 其 他 作用 力 相 比 很 小 ,通常 可 以 
忽略 .但 是 研究 毛细 现象 的 影响 时 ,必须 考虑 流体 表面 张力 的 作用 。 

平衡 状态 时 , 受 表 面 张 力作 由 的 流体 曲面 两 侧 的 压力 闫 ,是 由 表面 张力 引起 的 附加 庭 旋 ， 
称 为 毛细 压力 。 毛 细 压 力 与 表面 张力 的 关系 ,可 以 通过 分 析 弯 曲 的 福元 表面 的 爱 力 平衡 情况 
得 到 ,如 图 1.3 所 示 。 

取 边 长 为 融 , 和 总 :的 定形 微 元 曲面 , 曲 边 总 ,的 曲率 半径 为 员 , 曲 边 总 :的 曲率 半径 为 员 。 
微 元 曲面 上 单位 长 度 的 表面 张力 为 o ,必用 在 曲 边 5L, 上 的 力 为 ov 并, ,作用 在 总 ,上 的 力 为 
ob, 

车 必用 于 证 ,对 应 边 上 的 二 力 卖 衣 为 名, 二 力 台 力 则 为 mr 弛 六; 若 作 用 于 总 :对 应 边 上 的 
二 力 夹 攻 为 5a, 二 力 合 力 则 为 earsia。 作 用 在 微 元 曲面 中 ,中 ， 
于 的 压力 差 为 (p, - Pi 2 呈 ,。 微 元 曲面 的 力 平 衡 方程 为 


《六 一 下放 了 IC， = THL 68 + volo [1.2.17) 
sm 式 中 夹 角 部 ,6a 可 表示 为 
Bor : BL, Bl 
8 一 Ee 二 RE 
特 上 式 代 .At1.2.17) 式 得 
| i ] 
(pl -ps = T| 一 + 一 [1.2,18) 
| BLBE, oil, (FE h, 


a 上 上 式 表 明 毛 细 压 力 与 表面 张力 成 正比 ,与 曲 府 半径 成 反比 。 对 
/ 于 球形 液 滴 , 曲 率 半 径 为 球 半径 中 ,压力 芋 为 毛细 压力 本 ,于 是 
en (1.2.18) 式 改写 为 
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1.3 微 元 曲 向 的 表 向 张 部 = 人 页 【1.2.19) 


由 上 式 可 知 , 球 典 被 泣 半 年 盖 小 , 廊 滴 内 部 乌 细 压力 意 大 。 被 体 的 表面 张力 随 温 度 升 高 而 降 
低 。 表 1.2 列 出 了 温度 20 忆 时 的 液 昼 与 空气 接触 时 的 表面 张力 。 

液体 中 海 有 其 他 物质 时 ,表面 张力 将 随 物质 浓度 不 同 面 发 生变 化 。 水 中 证 人 醇 . 酸 . 酝 .天 
等 有 机 物质 时 ,其 表面 张力 将 碱 小 :水 中 洲 人 气 化 催 ,硫酸 钠 等 无 机 盐 燃 时 ,其 表面 张力 略 有 增 
太 。 溶质 在 液体 表面 层 的 浓度 和 液体 内 部 的 浓度 是 不 同 的 。 洲 质 在 液体 中 分 散 不 均匀 的 现象 
称 为 吸附 。 使 液体 表面 层 浓 度 大 于 液体 内 部 浓度 的 作用 称 为 正 吸 附 ; 使 液体 表面 层 浪 度 小 于 
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液体 内 部 洪 度 的 作用 称 为 负 吸附 。 能 够 被 正 吸 附 并 因此 显著 降低 溶液 表面 张力 的 物质 , 称 为 


表面 浪 性 物质 。 表 面 活 性 物质 对 两 相 流动 有 显著 影响 。 
玲 1.2 遂 度 20 和 的 滚 体 与 空气 接 稻 时 的 避 曾 张力 


济 体 省 称 | 表面 张力 AN，m，) | 流体 名 和 | 表面 张 旋 /CN ' m-') 
水 


好 
调 请 普 


当 小 悼 与 国体 壁面 接触 时 ,液体 分 子 和 国体 分 子 之 间 的 吸引 力 称 为 附 闭 力 。 若 商 体 的 内 
聚 力 小 于 它 与 固体 的 附着 力 ,液体 便宜 润 固 体 壁 面 ,并 沿 辕 体 壁 面 伸延 展开 ;车 液体 的 内 吝 力 
大 于 它 与 固体 的 附着 力 ,液体 自身 聚 缩 成 一 团 , 不 浸润 固体 辟 面 。 例 如 水 银 不 会 温润 玻璃 履 
面 ,水 要 浸润 玻璃 壁面 ,而 水 不 县 桨 油腻 的 固体 璧 面 。 


1.3 流体 分子 的 扩散 性 ,粘性 和 时 热 性 


流体 是 由 大 量 运动 着 的 分 子 组 成 的 。 物 质 结构 理论 告诉 我 们 ,在 任意 物 盾 的 1 个 克 分 子 
中 ,会 有 相同 数目 的 分 子 , 这 个 数目 等 于 阿 优 迎 德 罗 数 凡 =6.023x10 克 分 了 于” 。lem 体积 中 
的 液态 水 中 含有 3, 34 x 10 个 水 分 子 , 如 果 认 为 液态 水 中 的 水 分 于 是 第 此 紧密 排列 的 ,那么 每 
个 水 分 子 的 体积 约 为 3 x10” em ,其 线 度 约 为 3 x10""cm。 实 际 上 ,流体 分 子 间 的 真空 区 域 
的 尺度 远 太 于 分 于 本 上 身 。 构 成 流体 的 每 个 分 了 于静 无 休止 地 作 不 规则 的 运动 ,这 种 运动 只 和 流 
体 的 温度 有 关 。 流 体 分 子 在 运动 过 程 中 ,通过 相互 间 不 停 地 嫉 挤 ,彼此 交换 动量 和 能 量 。 流 体 
微观 缚 构 中 的 分 子 运动 ,在 时 间 和 空间 上 都 其 有 不 均匀 性 ,离散 性 和 随机 性 。 


1.3.1 流体 分 子 的 情 运 现象 


由 于 流体 分 子 不 规则 的 运动 ,在 各 层 流体 之 间 交 换 着 质量 .动量 和 能 量 。 在 组 分 不 同 的 流 
体 混 合 物 中 ,存在 分 子 运动 的 质量 传递 。 当 高 浓度 组 分 的 分 子 通过 一 个 面积 元 进 人 低 浓 度 的 
组 分 时 ,由 于 分 子 迁 移 发 生 质 量 储 运 ,宏观 表现 为 物质 的 扩散 性 。 分 子 运 动 的 动量 传递 是 在 相 
邻 分 子 相 互 作用 时 发 生 的 。 当 分 子 之 间 工 离 很 近 , 存 在 量子 型 强 作用 力 , 或 者 发 生 分 子 碰撞 的 
情形 ,这 种 分 子 间 的 相互 作用 发 生动 量 情 运 ,形成 流体 分 子 的 内 摩擦 ,宏观 表现 为 流体 的 粘性 。 
分 子 运动 的 能 量 传递 是 在 能 量 不 相同 的 流体 分 子 之 间 发 生 的 ,宏观 上 表现 为 流体 的 导热 性 。 
统计 物理 的 共 靶 是 从 分 子 和 原 于 的 运动 出 发 ,采用 统计 平均 的 方法 建立 宏观 物理 量 满足 的 方 
程 ,并 确定 流体 的 性 质 。 虽 然 这 个 方法 可 以 导出 热力 学 三 大 定律 ,在 气体 的 分 子 运动 论 方面 ， 
对 分 子 碰撞 作 某 些 简 化 假设 后 可 导出 正确 的 密 观 过 程 , 但 某 些 分 子 输 运 系数 的 值 还 不 能 准确 
地 笠 出 。 至 于 液体 输 运 过 程 的 理论 迄今 为 止 还 不 完善 。 流体 的 扩散 性 ,导热 性 和 粘性 是 流体 
分 于 微观 作用 的 宏观 表现 ,它们 是 引起 流体 运动 状态 变化 的 内 因 。 
流体 混合 物 存 在 浓度 差 时 ,在 组 分 不 同 的 流体 混合 物 中 ,存在 分 子 运动 的 质量 尾 递 。 当 分 
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子 之 间 发 生 碰 撞 ,或 者 距离 很 近 时 ( 存在 量子 型 强 作用 力 ) ,由 于 分 子 间 的 相互 作用 ,在 速度 不 
同 的 相 邻 流体 层 之 间 , 丰 在 分 于 运动 的 动量 传递 。 温度 较 高 的 气体 层 尖 子 通过 热 运 动 进 入 温 
度 较 低 的 气体 层 ,将 使 其 温度 升 高 ,温度 较 低 温 气 件 层 分 子 的 平均 动能 增 大 ;而 你 温 气体 层 分 
于 进入 高 温 气 体 层 , 则 使 其 温度 降低 ,高 温 气 体 层 分 子 的 平均 动能 减 小 。 因 此 ,在 能 量 不 相同 
的 流体 分 子 之 则 ,由 于 分 子 运 动 会 发 生 能 量 传递 。 由 于 流体 分 子 不 规则 的 运动 ,在 各 层 流 体 之 
间 交 换 着 质量 .动量 和 能 重 ,流体 分 子 运动 的 这 种 性 质 叫 做 储 运 现象 。 


1.3.2 流体 的 扩散 性 


当 静 止 的 流体 混合 物 中 存在 浓度 差 时 ,由 于 分 于 不 规则 运动 , 存 
在 贸 庆 高 的 组 元 将 向 浓度 低 的 组 元 输送 流体 质量 的 微观 机 制 ,在 各 
层 流体 之 间 不 停 地 交换 质量 ,使 不 同 流 体 屋内 的 质量 均匀 化 。 这 种 
分 于 运动 具有 的 质量 输 运 性 质 , 宏观 上 称 为 扩散 现象 。 表 示 流 体 扩 
散 性 质 的 物理 量 有 是 扩散 系数 。 
虽 | 4 分 子 扩散 示意 四 。 ”由 4.8 组 分 组 成 的 流体 混合 物 中 ,如 图 1.4 所 示 ,4 组 分 的 祖 度 
为 C, ,单位 时 间 内 4 组 分 通过 单位 面积 向 B 组 分 扩散 ,4 组 分 质量 
的 扩散 速率 为 ,在 扩散 方向 y 上 的 浓度 梯度 为 dC,Ady ,流体 的 分 子 扩散 现象 可 瑟 成 
dC, 
3 dy 
式 中 D,s 称 为 扩散 系数 ,货号 表示 扩散 方向 与 浓度 梯度 方向 相反 。(1. 3. 1) 式 称 为 费 克 定律 ， 
是 表示 分 子 运 动 质 量 传 递 规律 的 方程 式 , 可 以 表述 为 :由 4 .号 组 分 组 成 的 混 台 特 内 ,4 组 分 的 
扩散 速率 J, 与 扩散 方向 yY 上 的 浓度 梯度 dCuixdy 成 正比 。 
扩散 系数 表示 单位 征 度 梯度 下 4 组 分 向 吾 组 分 扩散 的 能 力 ,其 定义 为 


D,, = /MA(- ”1.3.2) 


J ==- {1.3.1) 


扩散 系数 随 温度 .压力 和 组 成 的 变化 而 变化 。 

当 索 观 静 止 的 流体 混合 物 中 存在 浓度 差 时 ,由 于 分 子 不 规则 运动 ,存在 浓度 隘 的 组 元 将 问 
浓度 低 的 组 元 输送 流体 质量 的 微观 机 制 ,在 各 层 流 体 之 间 不 停 地 交换 质量 ,使 不 同 流体 屋内 的 
质量 均匀 化 。 这 种 分 子 运动 具有 的 质量 输 运 性 质 , 在 宏观 上 称 为 扩散 现象 。 


1.3.3 流体 的 粘性 


处 于 静止 状态 的 流体 不 能 抵抗 前 切 力 ,在 任何 微小 前 切 力作 用 下 都 将 发 生 任 意 大 的 变形 ， 
因此 流体 不 能 保持 一 定 的 形状 。 但是, 当 变 形 速 度 增 太 时 ,流体 会 表现 抵抗 变形 的 一 定 能 力 ; 
运动 一 旦 停止 ,流体 的 抵抗 力 便 立即 消失 。 流 体 受 到 昌 切 力作 用 时 抵抗 变形 的 特性 称 为 流体 
的 粘性 。 

当 相 邻 流体 屋 以 不 同 速度 运动 时 ,分子 热 运 动 引起 的 两 个 流体 层 之 间 的 动量 交 技 现象 ,在 
静止 流体 人 情况 下 是 没有 的 。 由 于 流体 有 粘性 ,与 壁面 紧 贴 的 一 层 流 悼 与共 豆 不 发 生 相 对 运动 ， 
这 种 现象 称 为 粘性 流体 的 无 滑 移 现 象 。 考 察 流体 在 平面 上 沿 x 方向 作 平行 流动 ,在 平面 的 法 
线 方 向 不 同 的 流体 层 的 流体 质点 具有 不 同 的 流动 速度 。 

4 召 两 屋 速 度 不 同 的 流体 屋 , 如 图 1.5 所 示 。4 层 流 性 宏观 运动 速度 较 大 , 信 层 分 于 具有 
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较 大 的 动量 ,进入 召 层 后 与 号 层 流体 分 子 不 断 发 生 碰 
撞 , 使 下层 流体 加 速 ,B 层 分 子 具有 较 小 的 动量 ,进入 ， 
4 晨 后 与 4 层 流体 分 子 不 断 发 生 碰 氛 , 使 4 层 流体 减 
速 , 从 而 导致 4.B 两 层 流 体 动量 发 生变 化 ,进行 动量 
传递 。 由 于 不 同 速度 层 分子 之 间 的 动量 传递 以 及 相 
互 引 力 的 作用 ,在 相 邻 流体 层 之 间 产 生 内 摩擦 ,存在 
一 个 平行 于 流体 层 的 剪 切 力 , 这 种 相 邻 流体 层 之 间 由 
于 内 摩擦 产生 的 驭 切 力 就 是 粘性 阻力 。 流 体 野 上 的 图 1.5 分 子 动量 传递 
局 部 应 力 是 切 应 力 , 它 基 流体 层 单位 面积 上 的 剪 切 力 。 

由 于 流体 有 粘性 , 当 流体 沿 壁 面 运动 时 , 紧 靠 壁面 的 一 层 流 体 将 不 作 相对 于 壁面 的 宏观 运 
动 。 沿 壁面 的 法 线 方向 ,离开 壁面 的 不 同 流体 屋 具有 不 同 的 速度 , 离 壁 面 念 远 的 流体 层 速度 傅 
大。 

如 果 作 平行 且 线 运动 相 邻 流体 层 中 , 某 一 流体 技 以 速度 &, 语 x 轴 方 向 作 直 线 运 动 , 沿 流体 
层 法 线 y 轴 方 向 的 速度 梯度 可 以 用 dusxdy 表示 ,速度 样 度 是 法 线 单位 距离 上 的 速度 改变 量 。 
实验 证 明 ,多 数 流体 作 直 线 运动 时 , 相 邻 流体 层 之 间 的 切 应 力 r,- 与 速度 梯度 du./dy 成 正比 

+ = (1.3.3) 

式 中 切 应 力 7, 的 下 标 , 第 一 个 字母 y 表示 切 应 力 的 作用 面 的 法 线 与 y 轴 方向 相同 ,第 二 个 字 
母 * 表示 切 应 力 的 方向 ;系数 称 为 动力 粘度 ,简称 粘度 ;速度 梯度 dr.ydy 可 以 理解 为 骑 切 变 
形 速率 。 上 式 称 为 牛顿 粘性 定律 。 满 足 牛 顿 粘性 定律 的 流体 称 为 牛顿 流体 。 

粘度 六 是 物性 常数 , 按 (1.3.3) 式 可 以 定义 为 


上 及 = ro/ 到 《了 工 . 33.4】 


在 国际 单位 制 (SI 制 ) 中 ,粘度 单位 是 N: sa/m 或 Pa's。 在 CGS 制 中 粘度 单位 是 dyn， 
s/cem ,这 一 单位 也 称 为 " 泊 "(P) ,1 泊 =10" 厘 泊 (cP) =10 N's/m 。 后 度 与 温度 有 关 , 低 闭 
度 气 体 的 粘度 随 温 度 升 高 而 增 太 ,说 体 的 粘度 随和 温度 升 高 而 降低 。 在 室 光 (20% ) 和 常 压 下 ， 
水 的 粘度 是 1.005 x 10 Pa ，s, 空 气 的 粘度 是 1. 813 x10 “Pa ，s。 

粘度 靖 和 密度 5 的 比值 称 为 运动 粘度 , 记 为 , 即 

w= up (1.3.5) 

运动 粘度 的 单位 为 mm /alm /As=1 000cm /s, 遇 常 称 cm /s 为 "斯 ”。 

当 流 体 沿 壁面 运动 时 , 沿 财 面 的 法 线 方向 ,离开 辟 面 的 不 同 流体 层 具有 不 同 的 回 度 , 离 壁 
面 息 远 的 流体 屋 速 度 意 大 . 


1.3.4 流体 的 导热 性 


流体 中 存在 温度 差 ,会 发 生 热 量 传递 。 妻 示 流 位 导热 能 力 的 物理 
量 是 导热 系数 。 描 述 导 热 规 律 的 表达 式 , 与 表示 分 子 运动 质量 传递 规 
律 的 数学 方程 式 (1. 3. 1) 有 类 似 的 形式 。 
图 1.6 分 于 热量 忧 弟 考察 过 度 为 了 + dy 平面 内 的 分 子 与 温度 为 了 的 平行 平面 肉 的 分 
子 之 闻 的 热量 传递 ,如 图 1.6 所 示 。 单 位 时 间 内 所 传导 的 热量 为 &. 在 热流 方向 Y 上 的 温度 梯 
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度 为 d7vdy, 垂 直 于 热流 方向 的 截面 积 为 4, 流体 的 分 子 热传导 现象 可 写成 
d7 


和 CE.3.6) 
式 中 卡 为 导热 系数 ,人 负 导 表示 热流 方向 与 温度 梯度 方向 相反 。 单 位 时 间 内 通过 单位 面积 所 传 
导 的 热量 称 为 热流 强度 , 即 
-i | 
人 二 { i, 3.7) 


上 式 称 为 情 里 叶 定 律 ,是 表示 分 子 运动 热量 传递 规律 的 方程 式 , 可 以 表述 为 :在 存在 温度 着 的 
两 个 平行 平面 内 分 子 之 间 ,热流 强度 与 热流 方向 y 上 的 深度 梯度 dcCiydy 成 正比 。 
导热 系数 是 温度 梯度 为 1K/m 时 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 所 传导 的 热量 ,其 定义 为 
dy 
k= /| -号 (1.3.8) 


导热 系数 表明 流体 的 导热 能 力 , 址 同 的 流体 导热 能 力 趟 同 。 气 体 的 导热 系数 随 多 度 的 升 高 而 
增 大 ;大 多 数 液 体 的 导热 系数 随 温 度 的 升 高 面 降低 ,水 和 甘油 是 例外 。 除 了 高 压 和 真空 外 , 压 
力 对 导热 系数 的 影响 不 大 ，。 
傅 里 叶 定 律 (1.3.7) 式 可 以 用 能 量 梯度 来 描写 , 即 
= -a he (1.3.9) 


式 中 ,是 流体 的 比 热 ,a = kpe 是 导 温 系数 (或 称 为 热 扩散 系数 ) ,pe7 是 单位 体积 流体 的 能 量 。 

传递 现 间 类 仆 

通过 介绍 流体 (主要 针对 气体 而 言 ) 扩 散 系数 也 ,s ,粘度 上 和 导热 系数 上 的 各 上 自 物理 莫 多 ， 
可 以 看 到 它们 的 定义 式 (1.3.2) (1.3.4) 和 (1.3.8) 的 数学 形式 是 相似 的 。 这 是 因为 它们 分 
别 是 分 子 微 观 热 运 动 在 质量 传递 , 动 最 传递 和 能 量 (热量 传递 的 宏观 表现 。 我们 还 注音 到， 
扩散 系数 D,s .运动 粘度 vy 和 导 温 系数 上 的 单位 都 是 ms。 

无 粘性 的 流体 称 为 理想 流体 。 理 想 流 体 忽 略 了 粘性 , 即 忽略 了 分 子 运动 的 动量 输 运 性 质 。 
因此 ,在 理想 流体 中 也 三 考虑 分 子 运 动 的 质量 和 能 量 输 运 性 奈 , 即 不 考 虑 扩散 和 热传导 ,因为 
它们 具有 相同 的 微观 机 制 。 


1.4 牛顿 流体 和 非 牛顿 流体 


处 于 静止 的 流体 由 于 不 能 抵抗 前 切 力 , 任 柯 微小 的 前 切 力 都 可 以 使 流体 发 生 任意 大 的 变 
形 ,因此 流体 不 能 保持 一 定 的 形状 。 当 变形 速度 增 太 时 ,流体 会 囊 现 出 抵抗 变形 的 一 定 能 力 ; 
运动 一 旦 停止 ,流体 的 抵抗 力 使 立即 消失 。 流 体 受到 前 切 力 必用 时 抵抗 变形 的 特性 称 为 流体 
的 粘性 。 
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1.4.1 牛顿 粘性 定律 


(1}) 牛顿 平板 实验 

牛顿 (1I. Newton) 于 1687 年 对 流体 的 前 切 运动 做 了 一 个 简单 的 平板 实验 ,揭示 了 流体 竟 切 
蛮 形 与 应 力 之 间 的 关系 。 这 个 著名 的 实验 后 人 称 为 牛顿 平板 实验 。 下面 对 牛顿 平板 实验 的 原 
理 和 方法 作 扼 要 的 介绍 。 考 察 两 块 很 大 的 平行 平板 之 间 的 访 体 流动 ,如 图 1.7 所 示 。 两 块 平 
行 平板 之 间 充 满 流体 , 板 间 距离 与 平板 尺度 相 比 很 小 。 设 下 面 一 块 板 静 止 不 动 ,上 面 一 块 板 
在 自身 平面 内 以 速度 已 作 等 速 运动 。 实 验 表 明 ,接触 上 .下 两 块 平板 的 流体 都 粘 附 在 板 上 , 粘 
附 在 上 板 的 流体 随 上 板 以 速度 上 5 作 等 速 运 动 , 粘 附 在 下 板 的 流体 速度 为 零 , 两 板 间 的 流体 说 忆 
方向 的 注 动 速度 呈 线 性 分 布 ,可 表示 为 


下 《和 = ir 


或 用 速度 梯度 du.7dy 表示 为 

du, 

Fe (1.4.1) 
流体 发 生 切 向 变形 时 ,会 产生 抗拒 变形 的 切 向 嚼 力 ， 
这 就 是 流体 的 粘性 阻力 。 粘 性 阻力 总 是 企图 抵消 使 
流体 发 生 切 向 变形 的 切 向 力 。 单 位 面积 上 的 切 向 力 称 为 切 应 力 ,用 7, 表示 。 切 应 力 7,. 的 第 
一 个 下 标 y 表示 切 应 力作 用 面 的 法 线 与 y 轴 方 向 相同 ,第 二 全 下 标 * 表示 切 应 力 方向 沿 x 轴 
方向 。 


图 1.7 牛顿 平板 试验 


(2) 千 贺 粘 性 定律 
实 驻 证 明 ,多 数 流体 作 直 线 运 动 时 , 相 邻 流体 层 之 间 的 切 应 力 7,, 与 速度 梯度 du.” dy 成 正 
比 
Ty = (1.4.2) 


式 中 系数 是 动力 粘度 ,简称 粘度 ;速度 梯度 du,idy 可 以 理解 为 前 切 变形 速率 。 上 式 称 为 牛 
顿 粘性 定律 。 

应 该 指出 ,牛顿 粘性 定律 只 适用 于 剪 切 流动 这 种 最 简单 的 运动 形式 。 牛 顿 粘性 定律 是 在 
一 定 假 设 下 ,对 作 剪 切 运动 的 芷 体 推导 出 来 的 帖 性 规律 表达 式 。 满 足 牛 顿 粘性 定律 的 流 悼 轴 
做 牛顿 流体 。 牛 顿 粘性 定律 表达 了 流 体 受 到 的 切 应 力 ,与 其 发 生 的 勇 切 变形 速率 du dy 之 
间 的 线性 鞠 系 , 即 描述 了 运动 流体 的 本 构 关 系 , 它 是 牛顿 流体 的 本 构 方 程 。 

由 于 流体 有 粘性 , 当 流 体 沿 壁 面 运动 时 , 紧 靠 壁 面 的 -一 层 流体 将 不 作 相 对 于 壁面 的 宏观 运 
动 , 这 种 现象 称 为 无 滑动 现象 。 沿 收 面 的 法 线 方向 ,离开 壁面 的 不 同 流体 层 具 有 不 同 的 如 度 ， 
离 壁面 意 远 的 流体 层 速度 和 大 。 


1.4.2 粘度 


{1} 粘度 的 定义 
实验 表明 ,气体 和 大 密 数 低 分 子 量 液体 的 切 应 力 r,。 与 速度 梯度 de,ydy 成 正比 , 遵 往 牛 顿 
粘性 定律 ,这 类 流体 都 是 牛顿 流体 。 牛 顿 流 体 的 粘度 是 流体 的 物性 常数 ,其 定义 为 
13 
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du 
有 rr 二 (1.4.3] 
如 果 流 体 的 密度 为 p, 流 悼 的 运动 灯 度 为 
y = (1. 4.4) 
流体 的 粘度 与 温度 和 压强 都 有 关系 。 普 通 的 压强 对 流体 的 粘度 几 平 没有 导 么 影响 ,一般 
情况 下 认为 流体 的 粘度 只 随 温 度 变 化 。 气 体 和 液体 在 低 于 1MPa 的 压强 作用 下 .它们 的 粘度 
基本 上 与 压强 无 美 。 在 高 压 作用 下 ,气体 和 液体 的 帖 度 将 随 压 强 的 升 高 而 增 大 。 

在 室温 和 和 常 压 下 ,水 的 粘度 比 室 气 的 粘度 大 两 个 数量 级 ,而 水 的 运动 粘度 比 空气 的 小 一 个 
数量 级 ,这 是 因为 水 的 密度 是 室 气 密度 的 1 000 慷 。 某 些 气 体 和 和 湾 迟 在 常 讨 下 的 粘度 参见 表 
1.3。 

条 1.3 sti 


名 称 

EC 
Cec 
CE 
Ci 
Ci EC 
EC 


(2} 训 度 对 精度 的 影响 
温度 对 流体 精度 的 影响 是 很 大 的 。 液 体 的 粘度 随 温 度 上 升 而 减 小 ,气体 的 粘 厦 随 温 度 上 
升 而 增 大 。 汶 体 分 子 间 的 吸引 力 是 形成 液体 粘性 的 主要 因素 , 当 温 度 升 高 时 小 体 分 于 间 的 空 
陈 增 大 ,分 于 琢 引 力 碱 小 使 祖 体 粘度 降低 。 在 温度 升 商 时 气 迟 分 子 热 运 动 变 得 剧烈 起 来 ,加快 
不 同 疲 速 访 体 屋 的 动量 变换 使 气体 粘度 增 大 。 
水 的 粘度 随 温度 变化 的 关系 可 以 用 下 面 的 经 验 公 式 来 近似 地 表示 : 
-= Fe vv 
1 +0.033 7r + 0.000 2217F 
式 中 心 是 水 在 0 时 的 粘度 (Pa ' 5) ;t 是 水 的 摄氏 温度 (人 )。 
气体 的 粘度 随 温 度 变化 的 关系 可 以 近似 地 用 苏 士 兰 Sutherland) 公 忒 表示 
273 + 全 
I T+ 773 
式 中 jp 是 气体 在 0 乞 时 的 精 席 (Pa - s) ;了 是 气体 的 热力 学 温度 (KK) ;5 是 其 士 兰 靛 数 , 它 古 随 
气 蛋 种 类 而 确定 的 常数 。(1.4.6) 式 适用 于 压强 不 太 高 的 场 台 (pz 大 1MPa) ,在 相当 大 的 温度 
范围 内 (了 <2 000K) 对 室 气 是 适用 的 。 常 用 气体 的 粘度 和 区 士 兰 带 数 5 参见 表 1.4。 表 中 为 
便于 计算 ,将 水 蒸气 推算 到 00T。 
苏 士 兰 公式 比较 复杂 ,实用 上 包 有 条 用 如 下 各 次 公式 来 近 伺 真实 气体 的 粘性 关系 , 即 


HL 三 (1.4.5) 


{1.4.6) 


]44 
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此 17 1 | 
££ = | 元 | > nl (1.4.7) 
笑 次 公式 (1.4.7) 依 雯 于 气体 的 性 质 及 温度 范围 。 高 温 2 000K i 上 时 罕 次 n==12; 低 温 时 各 
次 n=1， 在 30K <T<300K 的 温度 范围 内 ,对 于 空气 可 以 采用 近似 公式 
a T -人 
| (1.4.8) 


上 式 与 采用 苏 士 兰 公式 计算 的 结果 误差 不 超过 5 免 。 
表 1.4 常用 气体 的 粘度 和 苏 士 兰 常数 5 


EE EE 
FE CE EE EY 
EE CT CE 


ET CTC CE mw 
ai CT EE 
ET CC CR 
x lm na 


1.4.3 非 牛顿 流体 


(1}) 非 牛顿 流体 的 种 类 . 

工业 上 有 许多 重要 流体 不 遵循 牛顿 粘性 定律 ,这 类 流体 称 为 非 牛 顿 流体 。 对 于 非 牛顿 流 
体 切 应 力 7,. 与 速度 梯度 da.xdy 不 再 成 正比 ,它们 之 间 的 关系 可 以 写成 

du, 

rx = ay 
式 中 是 因 流 动 特 性 而 不 同 的 囊 观 粘度 。 囊 观 粘度 ? 不 是 非 牛 r。 
顿 流体 纯粹 的 物性 常数 , 它 是 切 应 力 7,. 的 函数 , 随 切 变 率 du,/dy 
(速度 梯度 ) 而 变化 。 这 是 非 牛顿 流体 与 牛 量 流体 的 重要 区 别 。 

对 于 给 定 的 流体 ,以 切 应 力 r ,和 切 变 率 du./dy( 巡 度 梯度 ) 
为 坐标 必 图 ,如 图 1.8 所 示 。 牛 顿 流体 的 7, 与 du,/dy 的 关系 曲 。 
线 是 通过 原点 的 直线 。 非 牛顿 流体 的 7,, 与 du,dy 的 关系 曲线 
不 是 通过 原点 的 直线 ,， 非 牛顿 流体 的 种 类 很 几 , 图 1.8 中 给 出 了 
瑟 虞 性 流体 . 恨 塑 性 流体 和 宾 汉 流体 等 非 牛 顿 流体 以 及 牛顿 流体 
的 7, 与 du,/dy 的 美 系 曲线 。 

[2) 禹 律 流体 

对 于 非 牛顿 流体 的 7, 与 du.7idy 的 关系 ,已 有 许 岂 经验 公式 
图 可 以 用 来 表示 。 在 加 工 紊 会 物 的 切 变 率 范围 内 ,通常 采用 知 指 数 定律 来 表明 这 类 流体 的 表 


(1.4.9) 


二 


图 18 茹 应 力 和 切 变 率 的 类 系 
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观 御 度 y 与 切 变 率 dua,/dy 的 医大 数 关系 , 即 
"1 de 


dau. du, 
dy 


Qu (11,4, 1013 
dy 


由 上 式 表示 的 表 观 粘度 为 
nm 人 Se] C1.4.11) 


其 中 参数 m 称 为 姓 虚 系数 ,单位 为 N，s"/m ;无 因 次 数 = 称 为 流动 行为 指数 。n 与 1 的 偏差 
代表 所 关注 的 流体 与 牛顿 流体 流动 行为 的 偏离 程度 。 当 n=1 时 ,m =y, 由 大 指数 定律 描写 的 
是 牛顿 流体 。 当 mn <1 时 ,这 类 流体 称 为 假 塑 性 流体 。 杀 数 高 分 子 流体 是 假 塑 性 流体 ,其 流动 
行为 指数 n=0.15 ~0,6。 当 n>1 时 ,这 类 流体 称 为 膨胀 性 ( 放 塑 性 ) 流体 ,如 注 粉 、 硅 酸 钾 和 
阿拉 伯 树 胶 的 悬浮 液 等 。 对 于 切 变 率 很 大 或 很 小 的 情形 , 倒 指 数 定律 都 不 适用 。 

{3} 若 望 性 { 寞 芭 型 ) 廊 仁 

有 些 悬 浮 液 会 表现 出 某 种 程度 的 类 似 固 体 的 性 质 . 这 类 液体 的 7,. 与 dw,idy 的 关系 为 

= ae = 从 
由 (1.4. 12) 
di 

[Ts 2 Tos Ty "Hedy Th 

式 中 mm 是 临界 切 应 力 ,也 叫 屈 服 应 力 。 当 7,, 为 正 时 7。 前 用 正 号 ( + ) ,7 为 届时 7。 前 用 负 号 
( ~ )。 体 御 (1.4.12) 式 的 流体 称 为 粘 塑 性 流体 ,也 叫 宾 汉 型 流体 。 泥 准 ,污水 和 一 些 刁 粒 最 
浮 液 属于 这 类 流体 。 精 塑性 流体 的 流动 行为 特点 基 ; 应 力 小 于 7, 时 流体 不 流动 ; 当 应 力 一 旦 
超过 70, 其 流动 行为 和 牛顿 流体 的 一 样 。 恕 果 悬 序 访 的 蜂 粒 体积 浓度 为 ,颗粒 直径 为 4 以 及 
颗粒 所 在 牛顿 流体 的 烙 讼 jy,,(1.4. 12) 式 中 的 7 和 jo 为 


EE 
Th = 312.5 全 (1.4. 13) 


12 14 
Ho = pexp[ 9{ 3 | (1.4. 14) 
| 


研究 非 牛顿 流体 的 形变 与 流动 规律 的 学 科 , 称 为 流 变 学 。 按 流 变 特 性 区 分 非 牛 顿 流体 ,大 
致 可 以 分 为 部 精 弹 性 流体 , 烙 弹 性 流体 和 依 时 性 流体 。 纯 精 弹 性 流体 的 粘度 是 切 谱 力 的 皮 数 。 
粘 弹 性 流体 既 具 有 巾 性 ,又 具有 弹性 ; 切 变 率 及 粘度 既 和 应 力 有 关 , 也 和 形变 大 小 有 关 。 依 时 
性 流体 的 流 变 行为 依赖 于 时 间 , 切 变 率 及 车 度 茎 和 应 力 有 关 , 叉 与 驻 受 应 力 的 时 间 长 短 有 关 。 
依 时 性 流体 又 分 为 触 变 流 体 和 震 疼 流体 。 在 一 定 切 变 率 下 , 切 应 力 随时 间 减 小 的 依 时 性 流体 
称 为 扔 变 流 体 ,如 油 禄 ; 切 应 力 随 时 间 增 友 的 焦 时 性 流体 称 为 震 效 流体 ,如 石 青 水 浩 液 。 


1.5 流体 平衡 态 热力 学 


流体 流动 过 程 中 ,如 果 机 械 能 和 内 能 相互 转化 , 既 涉 及 压力 P, 也 涉及 温度 了 ,要 建立 封闭 

的 方程 组 ,还 需要 了 解 热力 学 规律 (热力 学 的 状态 方程 .热力 学 第 一 定律 ,热力 学 第 二 定律 ) 。 

如 果 系 统 内 部 不 存在 任何 不 平衡 位 势 ,包括 力 的 . 热 的 .化 学 的 , 电 的 , 则 系统 处 于 热力 平 街 状 
16 
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态 。 在 一 般 的 热力 过 程 中 ,没有 化 学 反应 ,也 没有 电位 梯度 ,如 朵 系统 达到 力 平衡 ,热平衡 和 相 
位 平衡 状态 ,系统 便 处 于 热力 平衡 状态 。 我 们 对 非 平衡 状态 的 热力 学 了 解 很 少 .只 能 近似 应 用 
均匀 系统 的 平衡 状态 公式。 


1.5.1 系统 的 平衡 状态 


如 果 系 统 建 立 平衡 的 速率 远大 于 破坏 平衡 的 速率 ,这 种 系统 内 部 的 平衡 过 程 称 为 淮 静 态 
过 程 。 一 个 没有 能 有 量 耗 散 的 淮 静 态 过 程 按 正 反 方向 各 进行 一 次 ,系统 和 外 界 都 可 以 恢复 到 初 
态 ,而 不 留 下 任何 变化 的 痛 迹 ,这样 的 过 程 称 为 热力 学 的 可 道 过 程 。 如 果 系 统 虽 恢复 到 初 态 ， 
但 是 外 界 却 留 下 了 变化 的 痕迹 , 则 为 不 可 道 过 程 。 自 然 界 一 切 自发 进行 的 实际 过 程 都 是 不 可 
道 过 程 , 可 道 过 程 只 是 一 个 理想 化 的 过 程 。 

静止 疲 体 是 处 于 平衡 状态 的 均匀 系统 ,而 流体 流动 时 则 处 于 非 平 衡 状 态 和 非 均 匀 状 态 ,由 
于 每 个 流体 质点 内 的 流体 是 近似 处 于 平衡 状态 的 均匀 系统 ,理论 和 实 苞 表明 ,对 于 流体 质点 应 
用 平 奖 状态 的 结论 (内 能 和 塘 的 表达 式 ) 是 近似 礁 确 的 。 

1} 热力 学 第 一 定律 

热力 学 第 一 定律 表明 ;对 于 单位 质量 流体 ,在 过 程 中 忧 信 系统 的 热 最 等 于 系统 储存 能 量 的 
变化 与 系统 所 做 功 之 和 。 热 力学 第 一 定律 可 写成 

B80 = dE +PdT (1.5.1) 
式 中 ,80 是 传 给 单位 质量 流体 的 总 热量 ;dE 是 单位 质量 流体 内 能 的 增 量 ;pdV 是 流体 因 体 积 『 
甩 胀 对 外界 压力 p 做 功 。 


(12} 热 力学 第 二 定 桂 
热力 学 第 二 定律 表明 ;机械能 在 任何 情况 下 都 能 无 条 件 地 全 部 变 成 热能 ,热量 不 可 能 自发 
地 从 低温 物体 传 向 高 温 物 体 。 
(3) 蚁 
在 可 逆 牧 环 过 程 中 ,系统 吸 收 的 热量 与 热源 的 绝对 温度 之 比 的 循环 积分 为 零 ， 
和 学 =。 
T 
其 中 , 尝 是 状态 务 数 5 的 全 微分 , 即 
_ 60 
ds = 让 {1.5.2) 


状态 画 数 $ 称 为 炉 , 是 判断 过 程 方向 的 状态 函数 ,其 值 只 与 系统 所 处 的 状态 有 关 。 上 式 描写 了 
热力 学 第 二 定律 ,是 适用 于 可 道 过 程 的 销 的 定义 式 。 将 (1.5.2) 式 代 人 (1.5.1) 式 ,得 

Tds = dE + pdV ‘1,.5.3) 
热力 学 第 二 定律 反映 过 楼 进 行 方向 的 规律 ,考虑 到 粹 的 定义 式 要 适用 于 不 可 道 过 程 ,41. 5.2) 
与 为 


dS > 党 (1.5.4) 


其 中 的 等 号 适用 于 可 道 过 程 ,不 等 号 适用 于 不 可 道 过 程 。 上 式 表 明 , 在 不 可 道 柏 环 过 程 中 , 系 
统 吸 收 的 热量 与 热源 的 笔 对 兆 庶 之 比值 ,总 是 小 于 状态 函数 简 的 变化 ;在 可 道 循 环 过 程 中 , 系 
统 吸 收 的 热量 与 热源 的 绾 对 湿度 之 比值 ,等 于 状态 沙 数 粳 的 变化 ， 
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{4)} 精 增加 原理 
由 热力 学 第 二 定律 可 知 ,- 一 个 孤立 系统 在 实际 进行 过 程 中 总 能 量 不 变 ,但 是 精 隶 远 下 会 践 
消 , 即 
dQ 宇 沿 (1.5.5) 
上 和 式 称 为 精 增 加 原理 。 
1.5.2 比 热 
单位 质量 的 气体 签 升 高 1 和 区 所 吸收 的 能 量 称 为 比 热 , 表 未 为 
_ 1 6 他 二 
这 一 lim 7 (1.5.6} 
“11) 等 容 比 热 l 


等 容 过 程 中 ,体积 不 变 时 单位 质量 气体 每 升 高 1 筷 所 吸收 的 能 量 称 为 等 容 比 热 , 以 0 表 
之 , 即 


Ce iim( 和) (1.5.7) 
体积 生变 时 .流体 因 腑 胀 对 外 界 做 功 为 零 , 则 
50 = AE 
于 是 .等 容 比 热 可 表示 为 
so( 锡 .-( 国 Ls 
其 中 下 标 ,表示 求 坟 导数 过 程 中 保持 不 变 的 参数 即 体 积 『 了 。 
[21 天 压 比 热 


等 压 过 程 中 ,压力 不 变 时 单位 质量 气体 每 升 高 1 所 吸收 的 能 量 称 为 等 压 比 热 , 以 已, 表 
之 , 即 


1 fi 
二 9 
压力 不 变 时 

0 = AE + pAV 


扩大 (1,5.9) 式 ,得 


C, = Jim Mr) = | + 25 (1.5.10) 
其 中 下 标 户 表示 求偶 导数 过 程 中 保持 不 变 的 参数 即 压 力 p。 
[3) 焙 
引进 热力 学 哺 数 培 ! 
i=E+pV (1.5.11) 
等 压 比 热 用 烤 i 表示 为 
C, = [去 (1.5. 121 
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1.5.3 表 克 斯 让 (Maxwelj 热 力学 关系 式 


(11) 变 姆 霍 茧 自由 能 
变 姆 曙 兹 自由 能 用 下 表示 ,定义 为 
已 = 百 - 了 5 (1.5.13) 
{2) 吉 布 斯 阔 数 
吉 布 斯 孙 数 用 避 囊 示 , 定 义 为 
人 三 让 一 了 了 C1.5. 14 
由 (1.5.3) 式 ,可 得 下 面 4 个 对 称 关 系 式 : 
dE = Td3 - pdF (1.5.15) 
di = dE +pdV + Vdp = TdS + Vdp (1.5.16) 
dF = dE - TdS - Sd7 = - SdT - pd {1.5. 17) 
dC = di- Tds - SdT = - SdT + Vdp (1.5.18) 


(1.5. 15) 式 表明 在 等 容 过 程 中 ,单位 质量 传人 的 热量 (50 = 7d9) ,等 于 内 能 王 的 增 量 ; 
(1.5. 16) 式 表明 在 等 压 过 程 中 ,单位 质量 传人 的 热量 (560 = 7d8) ,等 于 焙 的 增加 ;(1. 5. 17) 式 
表明 在 等 温 过 程 中 ,体积 脆 胀 对 外 界 所 做 的 功 , 等 于 自由 能 的 碱 少 。 

(3) 麦克 斯 事 热 力学 美 系 式 


由 (1.5.15) 式 ,对 于 等 炳 过 程 (4 =0) 有 | 中 | = -p, 对 于 等 容 过 程 有 ( 55) = 了, 一 式 对 
3 交叉 微 分 后 ,得 8 
ap， 1a7 
[二 [a (11.5,19) 


类 和 仙 地 ,由 (C1.5.16),(1.5.17) 和 (1.3.18) 式 有 


ok 本 ( 一 ) {1.5. 20) 


35 dp's 
| (5). (1. 5.21) 
3 =- (全 (1. 5. 22) 


[1. 5, 197 ,01.5,20), (1.5.21) 和 (1.5.22) 式 是 4 个 素 克 斯 事 热 力学 关系 式 ， 
1.5.4 内 能 和 炳 的 器 达 起 


均匀 系统 的 热力 学 性 质 由 压力 p=pt7T, 了 ) ,内 能 =5LT,VW), 灶 5=5S(T, 丰 三 个 热力 学 
函数 完全 确定 ,其 中 了 ,VY 是 独立 变数 。 如 果 已 知 p( 了 ,VW) 和 等 容 比 热 Cy(T,W) ,那么 确定 热力 
学 性 盾 的 内 能 =E(T,V) 和 悄 5=5tT, 和 四 ,可 以 由 ptT, 和 从 和 和 Gy(T 了 ,1) 表 达 出 来 。 

{1) 内 能 的 表达 式 

根据 (1.5.3),(1.5.8) 和 (1.5.19) 式 ,有 


r(33) (地 ) = (1. 5. 23) 
(eb rs 


ml pm mr me PD 
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(1. 5.23) 和 (1.5.24) 式 代入 单位 质量 内 能 的 微分 表达 式 ,有 


dE = (7) dT + (SH) dr = cvar+[7 2) -Pl]ar (1.5. 25) 


从 上 式 可 知 ,在 等 容 过 程 中 dE, = Cd7,, 在 等 温 过 程 中 dE, = [7 -p|NdV,。 积 分 (1.5， 


人 ap 
E(T,V) = her + [TA plav| (1.5.26) 
{21 炉 的 惠 达 式 
将 [1.53.23) 和 (1.5.24} 式 代 作 炉 的 微分 表达 式 , 有 
»_ at nm 83Y 1 _ Cr dp | 
ds = (57 7+ Ek = dT + [a (1. 5. 27) 
积分 (1.5. 27) 式 ,得 到 炳 的 表达 式 ， 
a TFT 
S(T,V) = bar + (六 dr (1.5. 28) 
【31) 等 压 比 热 
已 知 Cy(T, 让 ,p(T 四 和 WT, p) ,可 以 求 得 等 压 比 热 。d3 和 dV 的 微分 表达 式 为 


dsS(T ph) = ( 启 dr+{( 呈 ) de d(TF,p)》 = 洒 47 + (3 由 


ep 
将 以 上 二 式 代 A 人 (1.5,27) 式 ,得 


f[( 弛 ) ar + ( 怨 , 曙 = CdT + | | 5 + | 0) @g 


上 式 用 于 定 压 过 程 ,dp =0, 消 去 各 项 中 的 d7 ,并 注意 到 


=-( 明 的- cc-( 吉 -= 


Sr aTi, oT/, 
于 是 禄 
_ dp a 
C, = C,+7[ 守 (| (1. 5.29) 
{4} 等 容 比 热 
等 容 比 热 Cy(T, 四 可 以 由 状态 方程 求 出 , 即 
“jap 
a 下 (起 (1.5.30) 


上 式 表 明 ,内 要 在 某 一 体积 风 出 得 相应 的 等 容 比 热 Cw , 则 对 于 任何 体积 WF, 可 以 由 状态 方程 
p =p(T, VW) 给 出 (1. 5.30) 式 中 的 被 积 函 数 来 求 得 等 容 比 热 C,。 


15) 完全 气体 情形 
从 完全 气体 的 状态 方程 pY = RT, 可 以 推出 
页 jp 
(加 ) =T， (5 *? (1.5,31) 
将 (1.5.31) 式 代 人 (1.5,29) 式 ,得 到 完全 气体 情况 下 等 压 比 热 的 表达 式 
RT R 
C, Sr 【1. 5, 32+ 
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将 (1,5. 31) 式 代入 (1.5.26) 式 ,得 到 完全 气体 情况 下 的 内 能 表达 式 
RT _ gp = 
到 = [cvar + [(% -pjar = jcrdr (1, 5. 33) 
和 燃 的 表达 式 
3 = {ar + [Par = [CdlnT + RinV = {CydlaT + (C, -Cr)inr (1.5.34) 
将 (1.5.35) 式 代 人 (1.5,15) 式 ,并 由 (1.5.16) 式 得 到 完全 气体 情况 下 焙 的 表达 式 


i= |Cvdr + pv = | cdr (1.5.35) 
焦耳 实验 指出 ,完全 气体 情况 下 等 容 比 如 Cy 只 与 温度 了 有 关 , 而 与 伴 积 WF 无 关 , 即 
C, = AT) C1,5,.36) 


对 于 太 气 ,内 要 温度 不 志高 ,等 压 比 热 C, 和 等 容 比 热 Cy 近似 为 常数 。 这 种 情 汛 下, (1. 5. 
32) ,(1.5.33) 和 (1.5.35) 式 变 为 


c -C=R (1.3.37 1 
Ua CT (1.3.38) 
:=CT (1.5.39} 


而 (1.5.34) 式 变 为 


$ =CGylnT + (Cc, -ClnV = ClnT + cr( 这 1jm = 
(1.5.40) 
CylnTVT' + 常数 = Cyin 上 + 常数 
p 


CE | : | z 
其 中 = 元 叫做 绝热 常数 ;单位 质量 的 体积 F 与 密度 p 的 匀 积 等 于 1 , 则 1p7 = 站。(1.5.40) 


式 中 最 后 一 个 等 式 的 常数 内 包 食 了 lnf1“R) 。 

【61) 靖 体 情 形 

由 于 液体 的 可 压缩 性 很 小 ,一 般 认 为 液体 的 审 度 和 体积 是 不 随 于 力 和 温度 改变 的 常数 。 
于 是 ,对 于 液体 等 压 比 热 和 等 容 比 热 是 同一 数值 , 即 

Cc,=C,=C 
由 于 滚 体 蛋 各 不 变 ,压力 做 巧 为 零 , 其 内 能 的 增 量 等 于 传 给 滚 体 的 热量 ,可 表示 为 
Tds = dE = 80 = CdT 

17) 笠 奈 流体 和 正 压 流体 

流体 质点 在 运动 过 程 中 ,其 密 诬 只 是 压力 的 函数 ,与 其 他 热力 学 变数 无 关 , 这 迷 流 体 称 为 
正 庄 流 体 ,否则 称 为 射 压 流体 。 


不 可 环 缩 流体 可 表示 为 空 = 0, 其 密度 是 常数 ,因此 不 可 压缩 流体 是 正 压 流体 。 绝 热 ( 等 
痪 ) 的 完全 气体 也 是 正 压 流体 ,因为 根据 (1. 5. 40) 式 下 式 成 立 


d ip 
i 上 | 到 . 3.4 
| (1.35.41) 
1 
[es EE 
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习 是 


1.1 流体 在 什么 情况 下 可 以 采用 连续 介质 假定 ? 

1.2 在 流体 的 连续 介质 假定 下 ,流体 质点 的 尺度 应 满足 什么 条 忻 ? 试 举例 说 明 。 

1.3 人造 卫星 飞 离 大 气 屋 进 人 高 空 稀薄 气体 层 时 ,如 果 稀 茧 气体 分 子 自由 程 的 数量 级 
只 有 几米 , 问 这 种 情况 下 连续 介质 假设 是 否 戌 立 ? 

1.4 ”大气层 的 空气 密度 随 着 离开 地 面 的 高 度 增加 而 三 小 ,可 否 从 大 气 帘 度 随 高 度 变化 
这 一 事实 认定 大 气 是 可 压缩 的 。 

1.5 ”流体 静止 时 有 没有 切 应 力 ? 理想 流体 在 运动 时 有 没有 切 应 力 ? 粘 人 性 流体 静止 时 有 
没有 粘性 ? 

1.6 设 体积 为 5.6m 的 油 重 46 800N , 试 计算 这 种 油料 的 密度 和 相对 密度 。{ 答案 :p = 
8S2kgrms ,dd =0. 852) 

1.7 在 压力 容器 中 受到 压 纺 的 水 , 当 压 强 增加 1MPa 时 ,体积 为 1 000cm ; 当 压 强 增加 至 
5MPa 时 ,体积 为 998cm 。 求 术 的 体积 模 有 量 。( 管 案 : 玉 =2CPa) 

1.8 已 知 水 平 烟 道中 各 烟 气 组 分 的 百分数 分 别 为 : C0; 的 a = 13. 5% ,S0, 的 a, = 
0. 4 党 ,0; 的 a =4.25 ,的 =75.6 扣 ,HIO 的 ma =62 , 试 求 烟 气 的 密度 。( 答案 ;p = 
1. 336kg/m 》 

1.9 直径 为 S0mm 的 肥皂 兆 ,内 外 压 差 为 19. 62N/m’ , 试 求 膜 的 表面 张力 。( 答 案 :rr = 
0. 25 Nm ) 

1.10 ”办 在 轴承 中 空 载 旋转 , 轴 和 轴瓦 同心 ,如 图 所 示 。 已 知 轴 的 直径 D =0. 05m, 轴 瓦 
长 =0.076m, 径 向 间 阶 c=0.5 x10“m。 如 果 轴 的 转速 为 w = 200rad/s, 测 得 靡 擦 力矩 拓 = 
1. 2N : m, 轴 和 轴瓦 之 间 的 流体 速度 按 线 性 分 布 , 试 求 流体 的 粘度 。{ 管 案 ;:p =4.02 x107 Pa， 
a) 


1. 11 设 流 体 流 过 平板 的 速度 为 w, = 二 y - 交 ， 流 体 的 动力 精度 =8. 3 x10 人 N .s/w 


试 求 7 =0. 15m 处 的 切 应 力 。( 管 案 :r =3.72x10 N/m ) 

1.12 一 平板 距离 男 一 国定 平 概 0. 5mm ,两 板 间 充满 流体 ,上 板 在 2N/m 的 力作 用 下 以 
0. 25mys 的 速度 移动 , 求 板 间 流体 的 粘度 。( 答案 :=4x10 ?Pa ,as) 

1.13 设 空气 在 0 时 的 运动 精度 mm =13.2 x10 m/s, 密度 p, = 1. 29kg/m 。 试 求 空气 
在 150 乞 时 的 动力 粘度 。{ 管 案 :p =23.62 x10"“Pa，8) 

1.14 重 5S00N 的 马 轮 回转 半径 为 30cm ,由 于 轴 套 间 流 昼 帖 性 的 影响 , 当 飞 轮 以 600rmin 
旋转 时 ,其 和 减 速度 为 0.02rad/a 。 已 知 轴 套 的 长 诬 为 5cm , 轴 的 直径 为 2cm , 轴 套 与 轴 之 间 的 
间隙 为 0.05mm。 试 求 流体 的 粘度 。( 管 案 :u =1.458Pa . s) 

1.15 某 液 体 具 有 粘度 j=0. 005N，s/m ,比重 为 0.85, 求 其 运动 粘度 。( 管 案 :xw = 
5.88 x10 -m/s) 
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第 人 间 


这 场 及 鞭 张 量 表示 法 


2.1 流 场 和 标量 函数 的 梯度 


流体 力学 研究 的 是 场 ,通常 考察 定义 在 室 间 点 上 的 流体 量 随时 间 的 变化 规律 。 密 度 场 ,全 
力 场 .势力 场 .速度 场 . 涡 旋 场 和 温度 场 等 是 流体 力学 中 主要 关注 的 流 场 。 因 此 场 论 知 识 是 学 
习 流 体力 学 必 不 可 少 的 数学 工具 ， 


2.1.1 流 场 的 定义 及 分 类 


(1) 流 场 的 定义 
设 在 空间 中 某 个 区 域内 定义 标量 画 数 或 矢量 函数 , 则 称 定义 在 此 空间 区 域内 的 函数 为 场 。 
流体 流动 空间 中 某 个 区 域内 ,定义 表征 流体 重 的 标量 函数 或 矢量 函数 , 则 统称 定义 在 此 空间 区 
域内 的 这 些 函 数 为 流 场 。 
在 连续 介质 假定 下 , 流 场 空 间 由 大 量 连 续 分 布 的 流体 质点 所 充满 ,每 一 时 刻 流体 质点 占据 
的 流 场 空间 点 上 都 有 确定 的 物理 意义 。 
{2] 让 场 的 分 类 
如 果 在 流 场 中 所 定义 的 是 标量 函数 ,如 温度 .密度 ,压力 等 , 则 分 别称 为 温度 场 .密度 场 . 庄 
力 场 ,它们 是 标量 场 。 设 r 是 流 场 室 间 中 点 的 矢 径 ,: 是 时 间 参 数 , 则 用 标量 画 数 p 描述 的 标量 
场 可 表示 为 
. PF = plr,t) {2.1.1) 
对 于 在 流 场 中 所 定义 的 矢量 函数 ,如 有 劳力 . 严 度 . 旋 度 等 , 则 分 别称 为 有 势力 场 .速度 场 、 
旋 度 场 , 它 们 是 矢量 场 。 用 矢量 函 数 a 描述 的 矢量 场 可 表示 为 
a = a(r,t) (2.1.2) 
如 果 同 一 时 刻 流 场 内 各 点 函数 的 值 都 相等 , 则 称 为 均 句 流 场 ,反之 , 称 为 不 均匀 流 场 。 如 
果 流 场 内 函数 值 不 依 束 于 时 间 , 即 不 随时 间 改 变 , 则 称 为 定常 流 场 (稳定 场 ), 反 之 , 称 为 不 定 
常 流 场 (不 稳定 场 )。 
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2.1.2 流 场 的 几何 囊 示 


(1) 标量 场 的 几何 课 示 
等 位 面 是 标量 场 的 几何 表示 。 对 于 标量 场 p(T,t) ,在 任 一 国定 时 刻 4, 令 
-一 一 {rts) = go (2.1.3) 
式 中 mm 是 常数 。 标 量 场 p(r, 昌 中 与 po 对 应 的 曲面 称 为 等 位 面 。 取 一 
系列 不 同 的 yp, 值 , 和 将 在 标量 场 中 得 到 一 条 等 位 面 , 如 图 2.1 所 示 。 在 
同一 等 位 面 上 ,mw 值 都 相等 。 一 簇 等 位 面 的 梳 密 程度 反映 了 标量 场 的 
函数 变化 。 标 量 函 数值 的 改变 仅 在 等 位 面 的 法 线 方 向 发 生 。 洛 等 位 
图 2.1 标量 场 等 位 面 面 的 切线 方向 ,标量 函数 y 的 值 不 发 生变 化 。 在 用 等 位 面 几 何 表示 标 
量 场 时 ,等 世面 之 间 相 忠 越 近 表 示 标 量 函 数 p 变化 趟 剧烈 ,反之 ,变化 


赵 组 情 。 
(21 拓 量 场 的 几何 事 示 
矢量 线 是 矢量 场 的 几何 表示 。 对 于 矢量 场 a(r,!) ,矢量 a 的 大 小 是 标量 ,可 以 用 等 位 面 
来 几何 地 袁 示 和 拓 量 的 大 小 。 至 于 和 拓 量 的 方向 , 则 要 来 用 
条 量 线 来 几何 表示 。 可 以 定义 矢量 场 中 这 样 一 条 曲 战 是 
矢量 线 , 即 矢量 线 上 每 一 点 的 切线 方向 与 同一 点 的 矢量 
方向 重合 ,如 图 2.2 所 示 。 
设 由 是 先 量 线 的 切 向 元 京 ,根据 拓 量 线 的 定义 可 得 
矢量 线 微 分 方程 图 2.2 舌 量 线 
gxdr= 人 0 (2,1.4) 
矢量 线 微分 方程 (2. 1.4) 在 直角 坐标 系 中 的 形式 为 
dz Od 
GK) 证 《车 汪 )  。。 可 和 
其 中 ,a.,a,,a, 分 别 是 矢量 a 的 直角 坐标 分 量 。 
在 矢量 场 中 任 取 一 非 矢 量 线 的 封闭 曲线 ,通过 该 封闭 曲线 上 每 一 点 作 矢 量 线 ,由 这 些 矢 量 
线 包 围 的 管 形 区 域 称 为 矢量 管 。 矢量 线 的 朴 密 程 度 反 映 矢 量 的 太 小 , 线 上 每 一 点 的 切 钱 方向 
代表 矢量 的 方向 。 因 此 ,采用 矢量 线 就 可 以 对 矢量 场 进 行 完全 的 几何 描述 。 


2.1.3 标量 备 数 的 梯度 

(1) 梯 度 

在 标量 场 p(7,) 的 等 位 面 p = C 法 线 方向 # 上 ,大 小 为 吗 , 方 向 为 # 的 矢量 , 称 为 标量 酉 
数 2 的 梯度 ,表示 为 


(2.1.5) 


grade = En (2.1.6) 
梯度 grade 的 方 问 与 等 位 面 的 法 线 上 重合 , 且 指 问 果 和 数 增长 的 方 了 网 ,大 小 为 站 方向 上 的 方向 
守 数 一。 
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专 实 上 ,只 要 知道 标量 场 中 一 点 处 等 位 面 法 线 方向 用 的 方向 导数 = “所 有 其 他 方 阿 :的 方 


向 导数 都 可 以 通过 方向 导数 5 和 方向 余下 cosf nm，s) 表示 出 来 , 即 


全 站 “Ecos( n,s) (32.1.7) 
上 式 可 以 改写 为 
= So " gradw (2.1.8) 


式 中 5 是 :方向 的 单位 关 量 ， (2. 1， a grady¥ 在 尾 一 方向 上 的 投影 等 于 该 方 
向 的 方向 导数 。 梯 度 grady 的 方向 , 即 等 位 面 的 法 线 的 方向 是 函数 yw 蛮 化 最 快 的 方向 。 梯 
度 是 标量 场 不 均 旬 性 的 量度 , 它 完 全 描写 了 标量 场 p(r,1) 中 一 点 邻 域内 务 数 e 的 变化 情况 。 


(2) 棋 朗 在 直角 煤 标 系 中 的 囊 达 趟 
gradp = Ea + Er + -ek (2, 1.9) 
其 中 i J, 上 分别 是 x 轴 ,y 轴 s 轴 的 单位 笑 量 。 
梯度 grady 满足 关系 式 
dw = dr ' prade (2.1.10) 
友之 ,车 


dr = dr 
车 a=gradw, 且 q 是 矢 径 r 的 单 值 函数 , 则 沿 任 一 封闭 曲线 工 的 线 积分 Ja ' dr 等于零 ; 反 
之 ,车 笑 量 a 沿 任 一 封闭 曲线 上 的 线 积 分 等 于 零 , 则 矢量 a 必 为 某 一 标量 函数 ep 的 梯度 。 
矢量 场 a = gradg 称 为 梯 诬 场 ,通常 叫做 位 势 场 ,标量 画 数 p 称 为 位 势 函数 。 


2.1.4 哈密 顿 1 Hamiltion ) 算 子 
为 了 场 论 中 矢量 分 析 计 算 的 方便 ,引信 一 个 笑 性 微分 算 子 
V =i +j— +k— 《2. 1. 11》 


叫做 哈密 顿 算 子 。 哈 密 顿 算 子 驻 是 矢量 分 析 中 一 个 重要 的 微分 算 子 , 它 是 具有 矢量 和 微分 双 
重 性 质 的 符号 。 在 运算 时 ,哈密 顿 算 于 VY 和 矢量 一 样 硕 与 矢量 分 析 ,遵循 矢量 代数 中 的 所 有 法 
则 ;也 作为 微分 运算 子 按 微分 法 则 进行 运算 。 哈 密 顿 算 子 立 只 对 位 于 算 子 V 右 边 的 量 发 生 作 
用 ,对 位 于 算 子 VY 左边 的 量 不 发 生 作 用 ， 
流体 力学 中 ,常常 要 运用 下 面 哈密 顿 算 子 的 运算 规则 : 
Ve ei (2.1.12) 
向 Ba 4, da 


Y “和 二 1 一 一 十 上 一 f+ 于 在 次) 三 -一直 一 一 二 一 一 2 1.13 
lim te) (rr) tt 19) 
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了 k 
xa = 于 二 如 -如 | ed ee (2. 1.14) 
a, 4, a, 
ay = VVo= Vp (i + tk) (s+ ai + Et) = 
++ / (2.1.15) 


(ue Va ={ (ult ud +t uk). (i 本 + 正二) (ait+ a + ak) = 


全 0 他 区 
DB 三 


| 和 ut) tu + 
0 ” By ds OY ” By ds 
(s+ 2 (2. 1.16) 
bE: ”oy 日 5 


2.1.5 基本 运算 公式 


梯度 运算 基本 公式 : 

| ) gradt wp + ) = gradyp + grady 
2) grad( ph) = ppErady + Werady 
3) gradF(l ow) =F (9) gradg 


4) gradoplr) =p"(r)— 


5) 格 林 第 一 公式 
人 (pay + gradw ' gradwy ) dy = | ds 
人 wa + gradipy + gradw} dy = |¥ ad5 
6) 格 林 第 二 公式 


[ea -Yap)dar = (0 -we)ds 
7) | (gradp)’dr = [EE “EdS, (Ag = 0) 
8) | Vwds = [meds 
fv .edy = 人 .Gd5 
10)| 7 xedy = [nxads 


i) ,了 jadF = 人 Ge .Weas ma 是 常量 。 
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12) | Apdf |v . Vody = | sas | + Voyds 


13) [Aadv Lvr Vyady = 人 3ds [a V )ad5 


基本 公式 8) -13), 可 推广 为 下 列 普 遍 公 式 。 设 函数 L(A4) 和 LlB) 满 足 
LCA+B) = LA) +L(B)Y ,LOAAY = ALCA) 
则 推广 的 身高 公式 次 
[2 var | L{n)ds z (2.1.17) 


其 中 ,在 L(VW) 中 ,哈密 顿 算 子 VY 前 面 的 量 是 常数 。 


2.2 天 量 函 数 的 散 度 和 和 族 度 


在 流 悼 力学 中 讨论 流 体 不 可 压缩 性 的 时 候 , 要 涉及 到 速度 矢量 的 散 度 ; 在 研究 流体 的 有 州 
运动 时 ,速度 的 旋 度 即 涡 量 是 描述 渔 旋 性 质 的 基本 流体 量 。 除 了 速度 的 散 度 和 旋 度 外 ,流体 力 
学 中 其 他 失重 栖 数 的 散 庶 和 旋 度 也 有 重要 的 应 用 。 

在 介绍 矢量 函数 的 散 度 和 旋 度 之 前 ,需要 明确 有 关 曲 线 和 曲面 的 术语 。 把 具有 连续 转动 
切线 的 曲线 , 称 为 光 清 曲线 ;具有 连续 转动 法 线 的 曲面 , 称 为 光 清 曲面。 由 有 限 多 段 不 相交 的 
光滑 曲线 连 成 的 曲线 .叫做 简单 晶 线 ;由 有 限 雪 块 不 相交 的 光滑 曲面 连 成 的 曲面 , 叫 做 简单 曲 
和 而。 六 了 区 分 曲面 的 两 侧 , 常 带 取 定 其 中 的 一 侧 作 为 曲面 的 正 贸 ,并 规定 曲面 的 法 线 矢 量 
是 指向 正 侧 的 ;如 果 曲 面 是 封闭 的 , 则 通常 总 是 取 其 外 侧 为 正 侧 。 这 种 取 定 了 正 侧 的 曲面 , 称 
为 有 加 曲面 。 


2.2.1 医 量 函数 的 散 麻 


11] 矢量 函数 的 通 量 

在 给 定 矢 量 场 atr,i) 内 取 一 曲面 $, 在 其 上 的 面积 元 素 ds 内 任职 一 点 时 ,这 卓 点 作曲 面 
的 法 线 。 如 果 曲 面 不 封闭 ,约定 法 线 的 正方 向 ;如 果 曲 面 是 封 
闭 的 ,通常 取 外 法 线 为 正方 癌 。 令 8 代表 曲面 3 上 法 线 方 向 的 
单位 矢量 ,矢量 a 是 对 点 的 函数 ,如 图 2.3 所 示 。 

天 量 & 在 法 钱 方 同 n 上 的 投影 为 

a = = 08(n,x) +aco(n,y) + acos(n,z) 

(2, 2,1) 

定义 ds 为 矢量 a 问 正 人 出 穿 过 面积 元 素 ds 的 通 基 ,积分 图 2.3 矢量 通过 曲面 的 通 量 


人 ad5 
称 为 天 重唱 通过 曲面 5 的 通 量 。 
有 向 曲面 dS 是 指 大 小 为 45 ,方向 为 法 线 正 方向 的 面积 闫 量 , 即 
杜 宣 三 dd 全 下 
面积 矢量 d5 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 分 量 为 


21 


流体 力学 


dScos(n,x) = dydz,dScos(n,y) = dsdzx,dScostn,z) = drdy 
于 是 ,矢量 a 通过 曲面 3 的 通 量 可 以 写 为 
| ad5 = |a “ RdS = |e * 避 久 


[acos(n,x) + a,coa(n,.y) ,Cog(n,s) jds = (2. 2.21 


人 (mdydz + adzdx 十 sdy| 
当 曲 面 $ 是 封闭 曲面 时 ,矢量 & 通过 曲面 5 的 通 量 表示 为 
= phe.ds (2.2.3) 
下 面 用 速度 场 u(r,t) 来 说 明和 扶 量 通 量 的 物理 意义 。 单 位 时 间 内 向 正 侧 穿 过 曲面 元 素 d5 
的 度量 为 
dO = wu" ds 
如 果 5 是 封闭 曲面 ,在 单位 时 间 内 流体 向 正 侧 穿 过 曲面 3 的 正 流量 与 负 流 量 的 代数 和 为 
0 = hu:ds 
上 式 表 明 , 当 访 量 0s0 时 ,流出 等 于 汶 人 ;如 果 流 量 由 >0, 流 出 密 于 流入, 此 时 曲面 $ 内 必 有 
产生 流体 的 源 梨 ;如 困 流 量 0 <0 ,流出 少 于 流 人 ,此 时 曲面 8 内 必 有 排泄 流体 的 漏洞 
(2 和 关 量 函数 的 艇 度 
在 矢量 场 a(r,t) 内 任 取 一 点 并, 包围 族 点 的 体积 为 AVY。 若 体积 AV 的 界面 为 8, 作 矢量 a 
通过 8 面 的 通 量 , 除 以 体积 &F。 令 体积 A&AV 向 贞 点 匹 限 收缩 ,得 极限 


设 此 极限 存在 。 定义 上 面 的 极限 值 为 失重 a 的 散 度 ,以 diva 表示 , 即 


| a ds 
dive = lim ~y (2.2.4) 
散 度 是 一 个 三 使 囊 于 坐标 系 选 取 的 数量 , 它 组 成 一 个 标量 场 。 散 度 diva =0 的 矢量 场 称 为 无 
源 场 或 管 式 场 。 

【31) 数 度 在 直角 坐标 系 中 的 囊 达 式 

设 矢 量 函 数 g 的 三 个 分 量 e,,a, ,0. 具 有 连续 一 阶 偏 导 数 ,利用 奥 高 定理 可 以 将 (2.31) 式 
写成 


pha.ds = [acost nx) + GcostR 站 ) + dc03(n,2) Ids = 
5 s 


| ee (2. 2. 5) 
Ad 0 
式 中 体积 分 的 被 积 函 数 是 连续 的 ,根据 中 值 会 式 ,(2.2.5)1 起 可 以 改写 为 
fads = 7 (2 + So a) (2.2.6) 
Ox day dr/y 
下 标 Q 表示 酒 数 在 体积 AY 中 一 点 @ 取 值 。 将 上 式 代 入 (2.2 4) 式 ,得 
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C2. 2.7) 


和 eds im( = da, da, 
AV a ar dy Bl 
当 AaY 间 上 蜡 点 收缩 时 ,@ 点 最 后 与 点 重合 。 因为 a,,a, ,0, 具 有 连续 一 阶 司 导数 , 即 得 


0, ch A (2. 2,.8) 


iv lim 
坊 记 一 = 证 


divi 三 一 一 十 
刁 王 dy rE 


上 式 也 写成 了 用 哈密 顿 算 子 表达 的 形式 。 

(4) 奥 敲 公式 

将 (2.2,.8) 式 代 人 (2.2.5) 式 ,并 将 AV 改 配 为 V, 便 得 到 不 依赖 于 坐标 系 选 择 的 碳 高 公 
式 , 即 


|e.ds 所 aivadr (2,2.9) 
或 将 上 式 写 为 
lm:ads = |v :adr (2. 2. 10) 
151 无 源 场 及 其 性 质 
如 果 笑 量 @ 的 散 度 为 零 , 即 
diva = 0 (2.2.11) 
则 称 矢 量 场 a 为 无 源 场 。 
无 源 场 的 主要 性 质 可 以 表述 为 : 


无 源 矢 量 a 通过 矢量 管 任 一 横 截 商 上 的 通 重 保持 同一 数值 ;矢量 管 不 能 在 无 痢 场 中 终止 
发 生 ; 矢 量 a 通过 张 于 一 周 线 上 所 有 曲面 的 通 量 均 相 同 。 


2.2.2 矢量 函数 的 旋 度 


(1} 环 量 
在 矢 基 场 atr,t) 内 尾 取 一 曲线 二, 作 线 积分 


le : dr = | (eds + ody + a.dz) ‘2,2.12) 


上 式 称 为 矢量 a 沿 曲 线 上 的 环 量 。 若 工 是 一 封闭 曲线 , 则 中 a* dr 称 为 矢量 a 沿 封闭 曲线 上 的 
环 请 .。 

(21 旋 度 矢 量 在 “方向 的 投影 

设 邮 是 矢量 场 g(r, 虽 内 一 点 。 团 绕 W 点 取 无 限 小 封闭 曲 
线 5,m 是 张 于 周 钱 工 上 曲面 5 的 法 线 矢量 ,法 线 的 正方 向 在 有 
手 坐 标 系 中 与 了 的 正方 向 形成 右手 螺旋 系统 ,如 图 2. 4 所 示 。 
作 矢 量 沿 曲线 上 的 环 量 , 并 除 以 曲 而 面积 S。 令 封闭 曲线 工 
逐渐 收缩 于 4 点 , 张 于 局 线 工 上 曲面 3 的 面积 趋 于 等 ,曲面 5 
的 法 线 矢量 二 也 赵 于 某 一 固定 方向 ,于 是 得 到 下 面 的 极限 


a * dr 图 2.4 所 量 沿 曲线 的 环 量 
{2. 2. 13) 


rot a = lim 
时 一 2 
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式 中 矢量 rot.a 称 为 旋 度 矢量 tota 在 于 方向 的 投影 。 
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(3} 旋 度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 囊 达 式 
an， aa， 
Tot 要 二 37 ee. 
da, fa, 
Fot os 三 一 全 二 一 一 
" dz ox 
Di, 0, 
Tot 人 三 一 一 一 一 
“ 站 二 dy 
i 7 
rola = we 
tx dF 上 旦 

(4) 斯 托 克 斯 定理 


Ie : dr = | rot,ads 三 hrow + ds 


(5) 无 旋 场 及 其 性 质 
旋 度 矢量 rota = 的 矢量 场 称 为 无 族 场 。 


无 能 场 宴 位 势 场 等 价 , 即 若 矢量 a = gradq 是 位 势 场 , 则 a 也 是 无 旋 场 ,必然 有 
rotgrade = 洛 
友之 ,大和 撩 量 rota =0 是 元 旋 场 , 则 a 必 为 位 势 场 。 


2,2.3 基本 运算 公式 

{1} 散 度 基本 运算 公式 ，; 

lj}diyta +&} = diva + divb 

2 divi oa) = wpdiva + gradp + a 
3)divia xb)=b: ro -da" roth 
4) divgradp = Aw 

sydivrota = 

0 div( wgrady ) = pAv + gradg * grady 
1)(a: V )a=grad -a xrold 
(2) 旋 度 基本 运算 公式 : 
Brot(ga +b) = rota +roltb 


9 )rot( pa) = wrota + gradgyp x a 


IO)rot(a xb) =ih: Va-(a: Vb +adivh - bdive 


1 ] } rotgradp = 站 
]2)rotrota = graddiva — Aa 


(2.2. 14) 


【2.2. 15) 


(2. 2.16 ) 


(2,2.17) 
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2.3 张 量 表示 法 


流体 力学 中 出 现 的 应 力 和 应 变 等 重要 物理 量 本 身 是 张 量 ,应 用 张 最 知识 进行 探讨 是 十 分 
必要 的 。 张 量 表示 法 具有 书写 简洁 运算 方便 的 优点 ,特别 是 当 表 达 流 体力 学 基本 规律 的 方程 
中 同时 出 现 张 量 和 矢量 时 , 张 量 表示 法 更 加 显示 其 优越 性 。 张 量 表 示 法 可 以 使 用 基本 运算 公 
式 使 用 的 所 有 代数 运算 法 则 和 微 积分 运算 法 则 。 在 近代 理论 流体 力学 和 计算 流体 力学 中 赵 来 
越 广泛 地 使 用 张 曹 表示 法 。 

笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 定义 的 张 量 称 为 笛 卡 尔 张 量 ,在 任意 曲线 坐标 系 中 定义 的 张 量 称 为 ， 
普遍 张 量 。 流 体力 学 中 仅 限 于 用 第 卡尔 张 量 表示 流 场 。 流 体力 学 中 一 般 同时 采用 张 量 和 和 哈密 
顿 算 子 表示 法 。 


名 
2,3,1] 张 重 表示 法 


(1 矢量 的 张 量 表示 法 
如 , 若 将 坐标 改写 为 x ,sysy, 矢 径 FF 和 梯度 矢量 grade 可 用 张 量 分 别 囊 示 为 
Pr = ir, 4 jx, 中 丰富 二 息 (2,3.1) 
i 7 4.2 
gradp = pe +j pr 十 此 (2.3.2) 
2] 约定 求 和 法 则 
约定 在 同一 项 中 如 有 两 个 自由 指标 相同 时 ,就 表示 要 对 这 个 指标 从 1 到 3 求 和 ,例如 
a"b= ab, = ab, + ob +a,b, (2.3.3) 
Um (2.3.4) 
Ox Bx dr 3 
PR ee 
Ag = YRa=V': Ya = 人 (2. 3.53) 
Ee (2,3.6) 
了 
{3} 克 办 内 克 尔 记号 ([Kroneker】 5, 
5 = 全 3 ij (2.3.7) 
L1 -| £ 三 1 时 
出 如 两 正 交 坐标 轴 单 位 矢量 的 点 积 可 表示 为 
es "6 = 8, (2. 3.8&) 
(4) 置换 符号 Eu 
1 0， 中 有 两 个 以 上 指标 相同 时 
关 二 = ] ， Ek 为 倡 排 列 ( 如 By 1 1 S313 等 ) (2.3.9) 


(1, 11k 为 奇 排 列 ( 如 BI E32) rE LE 等 ) 


| 


x = 号 (2.3.10) 
I | 
A= |a os dn|= swandpawy (2.3.11) 


Uy Gr 全 妇 


(2.3.12) 


_ 目 
TO 局 = | Fe 
可 


s-8 恒 圭 式 


gatm = 86 -66 (2. 3. 13) 
2.3.2 张 量 的 定义 


(1 坐标 变换 
标量 和 和 东 量 是 以 坐标 变换 为 基础 的 定 久 。 设 旧 坐 标 系 0x,xox, 的 单位 矢量 ees,e: ,新 坐 
标 标 Ox aka 的 单位 矢量 为 权 | a 单位 舌 量 的 正 变 关系 为 
= 《2.3. 14) 
新 旧 单 位 矢量 之 则 存在 下 面 的 关系 
本 1 = Qn + Ge + ant 
e's = OB) + nt + ne (2.3.15) 
ey = one + ones + tty 


其 中 a, =e'， + (i,j =1,2,3) 是 新 旧 坐 标 系 中 不 同 坐 标 轴 之 邮 的 方向 余弦 。(2. 3. 15) 式 可 用 


张 量 表 示 为 
a = a = oe (2.3.16) 
由 (2.3.14) 式 和 (2. 3. 16) 式 ,得 
a = 人 (2. 3. 17) 
oo = 6 (2. 3. 18) 


(2} 标量 的 定 兴 
设 标 量 下 的 数 值 在 旧 坐 标 系 Dx Xx 中 表示 为 p(T 1 ) ,在 新 坐标 系 Ox" x x's 中 表 
示 为 p(x' ,x 和 ,x'3)。 标 量 vy 的 数值 在 学 标 变换 时 保持 其 值 不 变 , 于 是 


他 【2. 3. 19 ) 
(2. 3. 19) 式 给 出 了 标量 的 定义 , 即 在 选 定 的 测量 单位 下 ,只 需要 用 一 个 不 依赖 于 坐标 系 的 数 
值 表征 其 性 质 的 量 称 为 标量 。 
[3} 舌 量 的 定义 


ka 表示 矢量 ,天 其 二 在 上 阳 坐 标 轴 上 的 投影 为 下 | ， 本 2 全 》 ,在 新 坐标 轴 上 的 投影 为 好 | ,2 和 
a,, 。 新 旧 坐 标 轴 上 两 个 投影 之 间 存 在 下 面 的 关系 
a == + ds + O30 
a = 和 = + + 在 2 本] {2.3.20) 
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a', = (0, = 0,0 ij (2.3.21) 
(2.3.21) 式 给 出 了 矢量 的 定义 , 即 对 每 一 个 直角 坐标 标 Ox.x,yx, 有 三 个 量 a ,a; ,6 ,它们 依据 
(2. 3.20) 式 变换 为 另 一 个 直角 坐标 系 Ox x",'x3 的 三 个 量 ea aa , 则 由 三 个 量 4 ,03,9， 
定 交 的 量 a 称 为 矢量 。 在 选 定 的 测量 单位 下 ,矢量 a 愉 需 要 用 一 个 不 依赖 于 坐标 系 的 数字 皮 
方向 表征 其 性 质 。 
(4) 二 阶 科 卡尔 张 量 
类 似 和 所 量 定 义 可 以 定义 二 阶 科 卡 尔 张 量 。 车 对 每 一 个 直角 举 标 系 0x,x,z， 有 九 个 量 pn， 
它们 依据 下 式 
py = Oona (2. 3. 22) 
变 摘 为 另 一 个 直角 坐标 系 Oz x',x' 的 九 个 量 p';, 则 该 九 个 量 pj, 定 义 的 一 个 量 P 称 为 二 阶 身 
卡尔 张 量 ,简称 二 阶 张 量 。 二 阶 张 量 通常 用 表示 为 
Pu Pn Pi 
P= tp = 二 | pa Pa (2.3.23) 


‘Pa Ps Py 


其 中 p, 称 为 二 阶 张 量 P 的 分 量 。 

[5xn 阶 张 量 

设 在 每 一 个 直角 坐标 系 内 给 出 3" 个 数 , 当 坐标 变换 时 ,这 些 数 按 下 式 

Batt, ® OP, (2,3. 24) 
转换 , 则 该 3" 个 数 定 义 一 个 n 阶 张 量 。 

/ 由 阶 张 量 的 定义 可 知 , 当 n =0 时 , 称 为 零 阶 张 最 。 零 阶 张 基 的 分 量 只 有 一 个 即 3 个 , 满 
足 p' =p 的 关系 ,这 个 零 阶 张 量 是 一 个 标量 。 

当 n=1 时 , 称 为 一 盘 张 量 。 一 阶 张 量 的 分 量 有 三 个 即 3 个 ,满足 pi， = am 本 的 关系 ,这 
个 一 阶 张 量 是 一 个 矢量 ， 

在 任意 直角 坐标 系 中 , 若 n 阶 张 量 的 3" 个 分 量 均 为 零 ,满足 (2. 3. 24) 式 中 的 关系 ,这 样 的 
n 阶 张 量 称 为 零 张 量 ,以 0 表 之 。 


2.3.3 张 量 的 代数 运算 和 微分 运算 


(1) 张 量 的 加 减 

没 P =pii,@ = gi 是 两 个 4 阶 张 基 ,在 每 一 个 直角 坐标 系 内 ,它们 的 分 量 之 和 或 差 7 
或 1,,.; 也 是 一 个 nn 阶 张 量 , 即 

了 = 中 十 已 
或 
和 【2, 3. 25 ) 

若 忆 和 中 在 某 一 直角 坐标 系 肉 相等 , 则 已 =Q 在 任 一 直角 坐标 系 中 成 立 , 忆 -如 =0 则 是 零 
张 量 。 

【21 张 重 的 过 积 

设 P =Pii..i, 荐 Tl 耻 张 量 | 9 是 n 阶 张 基 ” 它们 的 分 量 宁 各 i 或 rm 是 一 个 
m 十 凡 阶 张 量 , 即 
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R=P0Q 


Mit Pi dis, (2.3. 26) 
两 个 矢量 a 和 上 各 的 狐 积 是 二 阶 张 量 , 称 为 井 括 , 即 
ab = ab (2.3.27) 
n 个 矢量 连 薪 可 以 写成 井 插 形式 。m 阶 张 有 量 P 可 以 写成 并 矢 形 式 , 即 
P= pod a (2.3. 28) 
n 芥 张 量 与 标量 的 科 积 仍 是 m 阶 张 量 。 
13) 张 量 的 收纳 
n 阶 张 量 PP =p, 中 有 两 个 下 标 相 同 ,根据 约定 求 和 法 则 ,由 P 了 得 到 具有 nn~2 个 下 标 
的 Rn-2 阶 张 量 =pii.i nm: 称 为 张 量 P 的 收 编 。 
(4) 张 量 的 内 种 
m 阶 张 量 P 和 n 阶 张 量 介 的 鞠 积 PO 中 ,各 取出 一 个 下 标 收 缩 一 次 后 得 到 m+n -2 阶 张 
量 , 称 为 张 其 P 和 日 的 内 积 , 记 为 P: 昌 。 并 夭 ab 收编 后 ,是 和 天 量 g 和 上 8 的 内 积 
a'bh=ab, (2. 3. 29) 
二 阶 张 量 P=p, 和 二 阶 张 且 人 =g 的 内 积 是 二 阶 张 量 , 即 
P:0 = pg (2.3.30) 
二 阶 张 量 P=p, 和 二 阶 张 量 0 =g, 一 次 收缩 后 得 到 一 个 标量 pj9,, 记 为 P: 中 
P: 0 = pygs (2. 3,31) 
二 阶 张 量 PP 和 矢量 & 的 右 疝 内 积 为 
Pa = pn, (2.3.32) 
左 向 内 积 为 
sa"*P= a,p, (2 3.337 
一 般 情况 下 右 问 内 积 与 在 同 内 积 不 相等 。 
(5) 张 量 识别 定理 
定理 一 着 pini. 和 任意 阶 张 量 ,g;;.i 的 内 积 
es (2.3.34) 
恒 汶 m 阶 张 量 , 则 p;; ;ji 必 为 m+n 阶 张 量 。 
定理 二 、 荐 p,,.. 和 任意 n 阶 张 量 ,g .的 襟 积 
有 
恒 为 mm+m 阶 张 量 , 则 天 必 为 m 阶 张 且 。 
(161 张 重 的 梯度 
n 阶 张 量 P=p,,..; 的 梯度 VP 


VP = gradP = 


(2. 3. 35) 


EE n+ 1 阶 张 量 , 定 义 为 
pu, (2.3. 36) 
阐 亿 为 有 -ito 事实 上 "i 阶 张 县 P=p,i.., 的 党 分 为 
_ 9 ee [ yy 
dpaiss = (BPimaes) ds = Poiana de a 
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其 中 dp,,, 是 4 阶 张 量 ,dx 是 一 阶 张 量 ,由 张 量 识别 定理 即 可 推出 FP =p, 是 n+1 阶 张 


量 。 
(7) 张 量 的 散 度 
n 阶 张 量 =p, 的 散 度 J .P 是 n-1 阶 张 量 ,定义 为 
-PP = div i . 3.38 
w=- P= divP Be Pr (2.3.38) 
散 度 了 .了 是 由 VP 收缩 一 次 得 到 的 a-1 阶 张 量 。 
(8) 奥 高 公式 
Rn 阶 张 若 P=p, .i 的 自 高 公式 为 
二 ，PdS = avPdr (2. 3. 39) 
2.4 二 阶 张 量 
2.4.1 二 阶 张 量 的 主 佑 
设 P 为 二 阶 张 量 , 对 空间 中 任意 非 零 矢量 a 作 张 其 与 矢量 的 右 向 内 积 
P.a=b {2.4.1) 
则 得 空间 中 另 一 矢量 。 若 矢量 占 和 矢量 a 共 线 , 即 
b 三 Ag [2.4.2) 
则 称 矢 量 & 的 方向 为 张 量 P 的 主轴 方向 ,A 称 为 张 量 的 主 值 。 确 定 主 值 的 方程 是 
P.a= ha (2.4.3) 
展开 得 
有 站 要 | + pudsr + Pydy = Aa 
ee + patsy + pady = A (2 4, 4) 
‘pad + pad + pudgy = Ad, 
要 恺 上 面 的 钱 性 齐 次 代数 方程 有 非 零 解 ,必须 令 
Pu -A Pia pi 
Pa Pia 一 由 ps = 0 (2.4.5) 
Pai pas py 一 和 A 
对 展开 上 述 行 列 式 得 
\ | I 
i + Pa pn| Py Py Pp Pa )- 
Pay Pa| |pn Ps Py: Pa 
Bu Pa Pu (2.4.6) 
pl pa Pazl=0 
Pyy Py Pa 
求 出 主 值 入 后, 即 可 求 出 a, : e, : a ,由 此 得 到 对 应 于 主 值 和 的 主轴 方 同 。 
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2.4.2 二 阶 张 量 P 的 不 变量 

第 一 不 变 基 
1 = py + pry + Psy = A + 外， 十 大 (2.4.7) 

第 二 不 变量 
站 Pa Pa Pu Pu R Pn | Ns + A 十 由 站 (2. .81 

pay Py Py Py Bly Pnl 
第 三 不 变量 
Bu Pi pa | 

I = | pa Pa Pr | = AlA2A (2, 4.9) 


Pay Py Pp 
2.4.3 共 四 彝 量 P. 
设 P=p, 是 一 个 二 阶 张 量 , 则 P. =p 也 是 一 个 二 阶 张 量 , 称 为 已 的 共 轮 张 量 , 记 为 


[Pi Py Py 
Piz Pr Pa (2.4. 10) 


Pis Ps Ps 


Pp. = ps 至 


2 4.4 对 称 张 量 5 
设 5=s, 是 一 个 二 阶 张 量 ,者 分 量 之 间 渍 足 


PpP, = Ps (2.4.11) 
的 关系 ,对称 张 量 5 为 对 称 张 量 , 记 为 
| 可 ls 。 章 91 
所 至 si | Sg | (2.4. 12) 
要 1 加] 时 9 


二 阶 对 称 张 量 $ 的 对 称 性 ,不 因 坐 标 转换 而 改变 。 二 阶 对 称 张 量 5 的 三 个 主 值 都 是 实数 ， 
而 且 一 定 存在 三 个 互相 垂直 的 主轴 。 二 阶 对 称 张 量 在 主轴 坐标 系 中 具有 最 简单 的 标准 形式 


A, 0 0 
3=|0 A, 0 (2,4.13) 
0 0 和 


因此 ,二 阶 对 称 张 量 $ 可 以 由 三 个 主 值 ,A ,A, 表征 。 二 阶 对 称 张 量 和 二 次 有 心 曲面 一 一 对 
应 ,二 次 有 心 曲面 可 以 作为 二 阶 对 称 张 量 的 几何 表示 。 


2.4.5 反 称 张 量 4 


设 4 = ar 是 一 个 二 阶 张 量 , 若 分 量 之 间 满 足 
ps =— Ps [2.4.14) 
的 关系 , 张 重 4 为 反对 称 张 量 , 记 为 
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dl -1 
4 =a = | -a 0 an | = 
站 1 一 Qi 0 
(2. 4. 15) 
和 0 名 一 是 
一 牢 0 Ww | ny, 
\ hy 一 机 | 0 


反对 称 张 量 4 的 反对 称 性 ,不 因 坐 标 转换 而 改变 。 反 对 称 张 重 4 的 三 个 分 量 四 as ya 
组 成 一 个 矢量 w。 事 实 上 ,根据 张 量 识别 定理 一 (2.3. 34) 式 ,可 以 推出 w 是 一 个 矢量 ,因为 
在 (2.4.15) 趟 中 a 是 二 阶 张 量 ,zj 是 三 阶 张 量 。 
反对 称 张 量 4 和 矢量 二 的 内 积 , 等 于 矢量 w 和 矢量 五 的 矢 积 , 即 
A-:B=ab = snbw, =wxb (2,4,16) 


2.4.5 张 量 分 解 定理 


二 阶 张 重 可 以 惟一 分 解 戌 为 一 个 对 称 张 量 和 一 个 反对 称 张 量 之 和 , 即 
户 =S+H (2.4.17) 
式 中 
‘srip, el 
S = 7(P+P),A=- FP+P,) 


2.4.7 各 向 同性 张 重 


若 张 重 的 每 一 分 重 经 过 旋转 坐标 变换 后 不 改变 其 值 , 这 上当 张 重 称 为 各 向 同仁 张 重 ,反之 ， 
称 为 各 向 异性 张 量 。 对 5 阶 各 向 同性 张 量 玉 ,， ,可 以 作 如 下 定义 : 张 量 及，, 如果 是 = 阶 各 
向 同性 张 量 ,那么 它 的 每 一 分 量 都 是 旋转 坐标 变换 下 的 不 变量 , 即 
有 = (2.4.18) 
零 阶 张 量 (标量 ) 都 是 各 向 同性 的 。 
一 阶 张 重 ( 矢量 ) 除 零 矢量 外 ,都 是 各 向 异性 的 . 
二 阶 各 向 同性 张 量 日 ,的 形式 必 为 6,, 即 
H, = A8, (2.4.19) 
其 中 4 为 -标量 ， 
三 阶 各 向 同性 张 量 及 ,的 形式 必 为 he, 部 
: H, = 人 En (2. 4. 20) 
其 中 为 一 标量 ， 
四 阶 各 向 同性 张 量 豆 ,的 形式 必 有 为 
Hi = pOB, + ad ud, + BoB, (2.4.21) 
其 中 vv,a,B 为 标量 。 
置换 定理 
对 于 nn 阶 张 量 只 ,的 任 一 分 量 ,将 分 量 的 每 一 个 下 标 值 作 相同 的 循环 寺 换 
1 一 2 2-3 .3 一 1 或 1 一 3 2 一 1 3 一 2 ， 
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则 得 到 张 重 下 ， ,的 另 一 分 重 。 如 果 张 量 尼 .是 各 向 同性 张 量 , 则 此 两 个 分 量 相等 。 例 如 ， 
对 于 二 阶 各 向 同性 张 量 上 有 i 
H, = H, = Hy ,Hy, = Hy = HH, = Hy = H,, (2.4.22) 
对 于 三 阶 种 向 同性 张 量 日 :有 
Hi = Hy = HsHiy = Hy = Hy Hn = bH,,, = Hy, 
Hy = Hy = Hin Hn = Hy = H,, (2.4.23) 


2.5 正 交 曲线 坐标 系 


2.5.1 正 变 曲线 些 标 系 


(1}) 曲线 坐标 
车 宝 间 性 一 = 点 可 忆 由 三 个 数 (g ,和 ， 9 惟一 地 确定 ,如 图 2.5 所 示 , 则 称 站 | 全 ,9 为 曲线 
坐标 。 在 直 前 坐标 系 中 作出 的 曲面 
= 常数 ,9 = 常数 ,9 = 常数 (2. 5.1) 

称 为 曲面 从 标 系 (9,,9,) 的 一 标 面 , 符 标 线 是 两 个 不 同 坐标 画 的 
变 线 ,分别 表示 为 19; ,se 在 坐标 线 上 的 单位 矢量 是 EE 
单位 矢量 的 方向 随 流 场 中 空间 点 位 置 不 同 而 改变 。 者 单位 矢量 
ee vei 互 相 正 交 , 则 称 由 曲线 坐标 ,gg 组 成 的 坐标 系 是 正 区 
曲 版 坐标 系 , 理 则 是 斜 交 曲线 坐标 系 。 

(2) 弧 元 素 与 拉 梅 系数 

二 2.5 正 交 曲线 符 标 给 定 曲线 r =rfg ,9g,9), 弧 元 索 矢 量 dr 在 曲线 坐标 系 中 的 
表达 式 为 


dr = jd + Bed + jd (2. 5.2) 


其 中 ar/A9g,(i=1,2,3) 的 太 小 用 拉 梅 系数 朵 ,所 , 来 表示， 即 
for) ,ar . "wm Li 
dF + jz a 
i 


-人 
ar 


] ee + (可 0 9 


和 /Br |， 
了 | 人 | 本: = HH 


引 人 拉 梅 系数 也 ,8 ,上 后,(2.5.2) 式 可 改 号 为 


og 


dr = Hidgqe, + 再 :dg + Hdyye, (2.3. 4) 
弧 元 索 dr 在 坐标 轴 上 的 投影 为 (图 2.6) 
ds = Hdg, ,ds, = H,dg, , ds, = H,dy, ， 【2. 本 , 3) 


强 元 素 dr 的 大 小 为 
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ds = Hidg: + Hidg: + lf dg 
以 di ,ds ,ds 为 边 的 平行 六 面体 体积 为 
dV = HH,H, dg dg, dg, 
平行 六 面体 各 面 的 面积 为 
dd, = dsds, = HH dog,do, 
dd = dids, = HH dgydg, 


dA, = dsds, = HH,dg, do, 
(3) 单 位 矢量 对 坐标 的 偏 导数 国生 6 扳 元 来 天 量 
单位 尔 量 e, 对 曲线 坐标 9 的 九 个 偏 导 数 , 可 利用 下 面 的 公式 计 
得 : 
当 1 = 肝 , 置 所 5 计算 公式 为 
ae 1 1 
oH og Hg ee 
当时 ,计算 公式 为 
age， 1 8 
2 i HE (2.5.10) 
(2.5.9) 式 代表 的 三 个 计算 公式 为 
1 
dq Ha HH, dg 
ae 1 1， 
O93 H, O93 : HH 091 
30 1 上， 1 a， 
dq | H, og H, oq: . 
(2. 3. 10) 式 代表 的 六 个 计算 公式 为 
a 1 1 
dg: Hog dg Hw 
de _ 10 00 _ 1, 
好 H, Bq, | 393 H, dg : 
ae 1 
09 | H, bg; dg H, oq 和 
2.5.2 正 交 曲线 些 标 了 系 中 的 训 达 式 
梯 座 在 正 交 曲线 举 标 系 中 的 表达 式 为 
_1 9, ,1 9 ,1 9p, 
grade = H. 0 + 六 Er + 不 Ee (2.5.11) 
散 度 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 为 
Ee 1 (uuHH) (uwHHY) duHH,) 
i i bs atk, lk hid 3 3 宁 5 1 
jy FE | Te + | + | | \ ) 


旋 度 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 表达 式 为 
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IHe, He, He, 
Ee HH,H; | dg, 093 gg BR 
Hu Hau, Hu 
拉 普 拉 斯 算 子 在 正 交 曲线 坐 标 系 中 的 表达 式 为 


9 EE ap 3p)+ 之 (二 + 如] 


FHHH, lan! H. dq H, dg; 


HH, ap 


， i i | (2.5,14) 


2,5.3 柱 坐 标 系 


(1]) 柱 些 标 
在 柱 坐 标 系 中 , 柱 坐 标 为 
忆 gg 2 Fig 二 站 ,9 二 (2.5.15} 
r 由 0 变 休 到 m ,8 由 0 变化 到 27,z 由 -% 变 化 到 +w ,如 图 2.7 所 示 。 
柱 坐 标 面 分 别 
r = 常数 ,9 = 常数 ,zx = 常数 (2.5. 16) 
r= 常 数 的 坐标 面 是 以 "为 半径 .平行 于 轴 的 直线 为 母线 的 图 标 面 ,9 = 
， 溺 数 的 坐标 面 是 过 0s 轴 的 半 平 面 ,zs = 常数 的 坐标 面 是 垂直 于 4 轴 的 平 
面 。 杜 坐标 与 直角 坐标 的 关系 为 
多 = Feogd,Y = Bin 人 ,和 = 2 (2.5.17) 
坐标 线 是 由 z 轴 出 发 目 垂直 于 z 轴 的 射线 ,8 坐标 线 是 男 心 在 : 轴 且 平 
行 于 xy 平面 的 圈 周 ,z 坐标 钱 是 平行 于 0s 轴 的 直线 。 


图 2.7 柱 坐 标 系 


{2) 拉 梅 系数 
柱 坐 标 系 的 拉 梅 系数 为 


H, = 1,H, = r,H, =1 (2.5. 18) 
13) 弧 元 素 与 平行 六 面体 
柱 坐 标 系 中 强 元 素 的 大 小 为 
ds: = dr + rdo: + ds (2.5.19) 
平行 六 面体 的 剧 积 为 
dV = rdrdOds (2,5,207 


梯度 在 柱 坐 标 系 中 的 表达 式 为 
gradp = ape + — Pe, + SPe, 电 放 六 小 


散 度 在 柱 坐 标 系 中 的 表达 式 为 


‘2. .22 1) 


| ] dlru,) 1 du, dr, 
diyxw = 一 + 一 一 十 一 一 
FT br r a8 


旋 度 在 柱 坐 标 票 中 的 表达 式 为 


繁昌 
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du _ du (2. 5.23) 


拉 普 拉 斯 算 子 在 柱 坐 标 票 中 的 表达 式 为 

yo = LP) LP ,dy \ 

ap = — (re)+ 二 (2.5.24) 
2.5.4 球 坐 标 系 


[1) 球 坐 标 
在 球 坐 标 系 中 , 球 坐 标 为 
gr 279 = 69 = | (2.5.25) 
r 由 心 变化 到 m ,8 由 0 变化 到 7, 间 由 0 变化 到 27, 如 图 2.8 所 示 。 球 坐 
标 面 分 别 是 
T = 肖 数 ,8 = 贡 数 ,由 = 贡 数 {2.5.26) 
r= 常数 的 坐标 面 是 以 0 为 回 心 的 球面 ,8 = 常数 的 坐标 面 是 以 内 轴 为 | 
轴线 的 圆锥 面 ,y= 常数 的 坐标 面 是 过 gz 轴 的 半 平 面 。 \ 
坐标 线 是 矢 径 线 ,9 坐标 线 是 经 线 ,y 坐标 线 是 纬 线 。 WF, 
球 坐 标 与 直 前 坐标 的 关系 为 图 2.8 球 出 标 标 


= raingdcosw,y = rsinfsiny,s = reosp [2.5. 27) 
(2}) 拉 梅 系数 
球 坐 标 系 的 拉 梅 系数 为 
H =1,H, =r,H, = rsing {2.5. 287 
(3) 弧 元 素 与 平行 六 面体 
球 坐 标 系 中 弧 元 素 的 大 小 为 : 
ds” = dr +rdg +r sin dp’ (2.5.297 
平行 六 面体 的 悼 积 为 
dV = rsinddrdedy (2. 5. 30) 
梯度 柱 球 坐标 系 中 的 未 达 式 为 
BITad 信 三 Fa + = Se, + er (2,5.31) 
散 度 在 球 举 标 系 中 的 表达 陈 为 
dr (2.5.32) 
旋 度 在 球 坐 标 标 中 的 表达 式 为 
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raintd 08 rsing ow 
rot, ty i {2.5.33) 
rsing Bw 上 Ar 
eo dlru) 1 au 
Wir 
0 
= 472) 1 dg 
hh 2 T(r RE i sing SE 十 nip pwr {2.5.34) 
习 题 


2.1 第 是 标 基 蔬 p, 设 在 晨 点 上 已 知 呈 方向 的 方向 导数 5 和 各 方向 的 方向 导数 渤 , 斌 


用 几何 方法 求 点 上 的 梯度 gradp。 
2.2 设 在 * -平面 上 


局 
dx Ox dy dy 


求证 等 位 线 g = 常数 和 六 = 常数 相 互 正 交 。 l 
2.3 求证 梯度 矢量 gradp 在 任 一 志向 ;上 的 投影 等 于 该 方向 的 方向 导数 : 
站 
= seos(n 


2.4 证明 下 列 各 式 ; 


(Usrad 一 = -二 (2)grad(e .r) = ci 

(2) divr =3; (4)div 工 = 二 。 

2.5 利用 哈密 顿 符 号 法 和 张 重 表示 法 证 明 下 列 各 式 : 

【1 dy grade = 点 中 ; 【2)div rota =0; 

C3)rot gradgy =0; (C4) rot rotu = grad diva = AN; 


(SA gp) =pAp + pAy +2grady * gradiy, 
2.6 利用 哈密 顿 符 号 法 和 张 量 表示 法 证 明 下 列 各 式 ， 
C1) divt wn) = gpdivg 十 gradyp " a; (2)rot(wn) = proth + pradp x HH; 
(3)rottw xp) = VF* VE - (te Vr + Wdivr — ydivg: 
{4d})gradig -py) ={F: VN+ (HR VP + Xr +g x roty: 
{(S}(W: V)u =grad X Tot 。 
2.7 利用 哈 窗 顿 符号 法 和 张 量 表示 法 证 明 下 烈 者 式 ; 
(1) |gradpdv = Janas (2) jdivady = ja + HdS; 
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(3) | retady = {nm x nds (4) | Apdy = [ads = [nv pds; 
(5)[ Cu.)vdy = [ (nm)vd5, 其 中 是 常 矢量 ; 
(6) | Audr 【as 人 。 吕 )adS。 


2.8 利用 dira 和 rote 的 定义 推导 它们 在 柱 坐 标 和 球 上 坐标 中 的 表达 式 。 

2.9 者 中 为 对 称 张 量 ,证 明 : 

(1)P=P;(2)b: (Pa) = a(P: 868), 其 中 ,4 为 矢量 。 

2.10 ”车 PP 为 反对 称 张 量 ,证 明 ; 

(1)P =- P22)6 (Pra)+a(lP' 5) = 0, 其 中 a,8 为 矢量 。 

2.11 将 张 量 P 分解 成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 。 证 明 与 反对 称 部 分 相当 的 矢量 w 具有 
下 列 形 式 

a = [se x p,] 

2,12 将 并 矢 张 量 a8 分 解 成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 . 证 明 与 反对 称 部 分 相当 的 矢量 二 

是 


1 
= -Bh 
th 7 站 可 


2.13 ”将 张 量 =2: 分 解 威 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 。 证 明 反 对 称 部 分 相当 的 矢量 
& 三 Tot ; 
若 da = 2 和 dx , 试 证 
x, 


da = $+ dr + Trota x dr 


其 中 5 是 张 若 一 的 对 称 部 分 。 
2.14 张 量 P 为 反对 称 张 晤 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 矢量 有 等 式 
a {Pa) = 下 
成 立 。 
2. 15 ”者 张 量 已 = epi。 试 证 明 其 不 变量 为 
了 = "Pte "Pi t+ es "PP; 
I = ea," (py Xp) +es" (py <Pp) +ey" (Pp Xp;) 
I = pp" (pp Xp 


二 


a ep ee -i i 
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流体 力学 研究 流体 在 外 力作 用 下 的 平衡 和 宏观 运动 规律 。 影 响 流 体 处 于 平衡 状态 或 发 生 
宏观 返 动 的 因素 ,除了 流体 的 物理 属性 外 ,还 有 流动 空间 的 形状 各 边界 的 几何 特征 ,以 及 流动 
边界 上 的 作用 力 和 必用 时 间 。 本 章 将 作用 在 流体 上 的 外 力 ,描述 流体 运动 的 方法 .流体 种 团 的 
运动 分 析 涉 及 到 的 应 力 张 量 ,应 变 张 量 . 随 体 导数 ,以 及 相关 的 概念 ,作为 流体 力学 基本 概念 来 
介绍 ,为 以 后 学 习 铺 平 道路 。 


3.1 作用 在 流体 上 的 力 


流体 无 论处 于 返 动 状态 还 是 静止 状态 ,都 要 承受 力 的 作用 。 作 用 在 流体 上 的 外 力 可 以 务 
为 质量 力 和 表面 力 两 大 类 。 在 流体 中 取 一 个 界面 为 封闭 曲面 5 的 体积 ,作用 在 体积 内 孝 个 流 
体 微 困 上 的 力 称 为 质量 力 ; 作 用 在 表面 3 上 的 力 称 为 表面 力 ,简称 面 力 。 重 力 .引力 和 惯性 力 
是 质量 力 ,压力 . 摩 氛 力 是 面 力 。 

流体 受 外 力作 用 后 ,特产 生 手 抗 外 力 的 内 力 。 内 力 是 流体 内 部 各 部 分 之 间 的 相互 作用 力 ， 
设想 由 一 个 任意 截面 将 一 "刚体 化 "的 流体 团 截 开 ,外 力 引起 的 内 力 就 会 在 截面 上 显现 出 来 ， 
内 力 是 分 布 于 流体 截面 上 的 表面 力 。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ,内 力 总 是 成 对 出 现 的 。 由 于 上 内力 是 
和 假想 截面 联系 着 的 ,对 于 没有 截 开 的 “刚体 化 "流体 团 , 其 上 只 有 外 力作 用 。 


3.1.1 质量 力 和 吉 面 力 


(1) 质量 力 

质量 力 是 用 它 在 空间 的 分 布 密度 来 妻 示 的 。 在 体积 内 任 取 一 点 时 ,围绕 半点 作 体 积 元 
之 B87, 它 的 质量 为 Bm, 作用 在 其 上 的 质量 力 为 8F ,车 存在 下 面 的 极限 值 

lim LF 

nd Bm dm p dr 
网 式 中 的 极限 值 f 代 表 睦 点 上 单位 质量 流体 所 受到 的 质量 力 , 它 是 空间 举 标 x,y,s 种 时间 1 的 
函数 , 称 为 质量 力 在 室 间 的 分 布 密度 ,其 量 纲 是 [LT”] 。 
届 吉 


(3.1.1) 
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作用 在 体积 元 素 57 的 质 基 力荐 
dF = pjdr 
有 限 体 积 体 各 7 上 的 质量 力 为 
F = | ar (3.1.2) 


式 中 dr 可 表示 为 微 元 立方 体积 dxdyds ,是 三 阶 无 穷 小 量 , 质 量力 密度 上 是 有 限量 ,由 !3.1.2) 
式 可 知 , 与 dr 疝 阶 的 微 元 质量 力 dF 也 是 三 阶 无 穷 小 量 。 
如 果 质 量力 刺 有 更, 可 表示 为 
F=- vr \ z (3.1.31 


式 中 i 是 力 势 函数 。 当 质量 力 是 重力 时 ,V= ez。 

【2) 表面 力 

面 力 是 与 体 积 了 的 界面 3 接触 的 流体 或 固体 作用 于 表面 8 上 的 力 。 面 力 用 它 在 表面 5 上 
的 分 布 密度 来 表示 。 在 表面 5 上 任 取 一 点 入 , 作 面 积 元 素 信 5 和 包 住户 点 。 设 各 5 的 法 线 为 时， 
作用 在 AS 上 的 面 力 为 AP, 令 AS 向 NN 点 收缩 。 若 存在 下 面 的 极限 值 


_ jim AP - 岂 | 
Ps AS ™ dS St 


则 p, 代 表 训 点 上 以 为 法 线 的 单位 面积 上 所 受 的 面 力 。p. 称 为 面 力 在 5 面 上 的 分 布 密 度 , 或 
称 为 应 力 ,其 量 网 是 [ ML ”T”]。 应 力 p, 是 空间 举 标 x,y,z 和 时 间 上 的 函数 ,依赖 于 作用 面 的 
方向 。 作 用 在 A5 面 上 的 面 力 为 

dP = p.ds (3. 1.5) 
而 作用 在 有 限 面 积 3 上 的 面 力 为 

P = | peas (3.1.6) 


面积 元 素 和 AS 是 二 阶 无 穷 小 量 ,应 力 呈 是 有 限量 ,由 (3.1.5) 式 可 知 , 与 面积 元 素 ds 同 量 阶 的 
微 元 面 力 dP 也 是 二 阶 无 穷 小 县。 


3.1.2 静止 流体 的 应 力 状 态 


(1) 微 元 四 面体 深 力 状态 

过 尾 一 点 里 可 以 有 无 数 个 方向 不 同 的 表面 ,作用 在 这 些 表 面 
上 的 面 力 一 般 是 互 不 相等 的 。 型 点 处 的 应 力 让 是 矢 径 了 和 表面 
单位 法 线 矢 量 的 函数 。 但 是 ,过 同一 点 不 同 表面 上 的 应 力 并 不 
是 不 相关 的 。 事 实 上 ,只要 知道 一 点 处 三 个 坐标 面 上 的 应 力 或 者 
它们 的 九 个 分 量 ,就 可 以 将 任 一 法 钱 矢 量 为 二 的 表面 上 的 应 力 表 
示 出 来 。 

在 落 蛋 中 取 微 元 四 面体 Daie ,如 图 3.1 所 示 , 底 面 abe 的 法 图 3.1 微小 四 面体 受 力 状态 
线 天 量 为 有 ,面积 为 43, 其余 三 外 表面 Die ,DOac 和 Da 的 外 法 线 
方向 分 别 与 坐标 轴 = 抽 ,y 轴 和 =z 轴 的 正方 向 相反 ,相应 的 面积 分 别 为 43,.,dS, 和 d$,。 作 用 在 
这 些 面 上 的 应 力 是 -p,, -Pp,, -Pp, 和 p,。 作 用 于 四 面体 上 的 力 有 质量 力 ( 包 括 外 力 和 惯性 力 ) 
和 面 刀 ,还 县 力矩 作用 。 由 于 质量 力 是 三 阶 无 穷 小 量 , 面 力 是 二 阶 无 穷 小 量 ,因此 当 四 面体 趋 
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于 零 时 不 考虑 外 力 和 惯性 力 的 作用 ,也 不 考虑 力矩 的 作用 。 于 是 可 以 写 出 下 面 的 面 力 平衡 条 
性 
P.dS — pdS, -= p,dS, 一 Pd4S，= 0 (3,1.7) 
四 面体 三 个 表面 ds,,d3 和 d5, 可 表示 为 
机上。 三 costn,t}ds = ods 
ds, = econ,y}ds = Bds 【3. 1.8) 
ds = coat nz)ds = yds 
式 中 mpB,7 分 别 代表 上 坐标 系 *x 轴 ,y 轴 和 3 轴 与 单位 法 线 矢量 上 的 豆角 的 方向 余 纺 cos{n,x).， 
cos( nyy) veoat mg) 于 是 (3. 1.7) 式 变 为 
p, = Pa +pB+p,y (3.1.9) 
应 力 矢量 p。 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 的 三 个 应 力 分 量 ,分别 以 p,, ,pw ,Pn 表示。 上 应力 分 量 的 第 
一 个 下 标 代表 作用 面 的 法 线 矢 量 的 方向 ,第 二 个 下 标 代表 应 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 方向 。 
P, 在 法 线 rn 方向 的 投影 p。 称 为 法 向 应 力 , 在 切线 了 方向 的 投影 p. 称 为 切 向 应 力 。{3.1.13) 
式 描述 的 应 为 对 称 的 结论 (3. 1.9) 式 在 直角 坐标 系 中 表示 为 
Pa = Pal + pp + poy 
Pe = Pa + prB + py (3.1.10) 
Pr = Pol + pf + psY 
三 个 应 力 分 量 p,,p, ;Pp, 的 九 个 分 量 的 组 合 记 为 P, 可 写成 下 面 的 形式 
pes Po Ps 
py Py Py 
ps Pr bP, 
(3. 1, 11) 式 完全 描写 了 静止 流体 一 点 的 应 力 状 滴 , 以 后 称 P 为 应 力 张 量 。(3.1.10) 式 可 用 P 
表示 为 


Pp = (3,.1.11) 


p, = n° (3. 1. 12) 
式 中 单位 法 线 矢量 为 
nA=in +jB + ky 
(2) 应 力 张 量 
根据 张 量 的 定 交 ,三 个 应 力 分 量 p,,p,;P. 的 九 个 分 量 的 组 会 是 一 个 二 阶 张 量 。 可 以 证 
明 ,应 力 张 量 己 是 二 阶 对 称 张 量 , 即 


Dy 三 ps {3.1.13)} 
事实 上 ,在 流体 内 尾 取 体积 元 VY, 其 界面 为 98, 在 VV 内 取 一 点 0 作为 力 短 参 考点。 因为 作用 在 35 
面 上 的 各 面 力 扎 等 于 替 , 即 
[rx Psd5 = 0 (3. 1.14) 
上 式 写 成 张 量 形式 为 


| suspuds = | snpunds = 


(Tp) i, | dp 
uy = | a 加 jar 
| x /Pa + dx, 
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因为 点 在 体积 元 VY 内 ,x 是 一 阶 无 穷 小 量 , 式 中 被 积 函 数 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 是 高 阶 小 
量 , 可 以 忽略 不 计 , 于 是 得 

| supydY = 0 (3.1.15) 
由 于 选取 体积 元 下 的 任意 性 ,并 考虑 到 i,7,k 各 不 相同 ,立即 推出 


enPpy = EuntPs - Pa) =0 
由 上 式 得 到 
py = Ps 
即 {3. 1. 13) 式 捕 述 的 应 力 对 称 的 缚 论 。 
将 应 力 张 量 王 中 各 分 重 的 脚 标 *,7,z, 换 为 1,2.3, 于 是 对 称 张 量 己 可 写成 


En Pr Pu 
FF = py=p, Py Pr Py (434.1. 16) 
Pu Pn Pa 
应 力 张 量 己 中 只 有 六 个 和 不同 的 分 量 , 它 的 对 角 线 分 量 p。,P， ,PP 是 法 向 应 力 # 非 对 角 钱 分 量 
Pu ,pnspu 是 切 向 应 力 。 
(3 应 力 号 重 的 性 睦 


应 力 张 量 P 是 二 阶 对 称 张 量 , 它 具有 二 阶 对 称 张 量 所 有 的 性 质 。 
应 力 张 量 呈 的 几何 表示 是 应 力 二 次 曲面 , 即 
rr. (Prr) =p x + 万 入 本 万 = + 之 pwy 十 2Pprysz + 2pozx = (3.1.17) 
应 力 二 次 曲面 上 任 一 矢 径 方向 为 n 的 那 一 点 处 的 法 线 方向 ,可 以 给 出 nn 方向 上 的 应 力 p,。 
应 力 张 后卫 具 有 三 个 瑟 相 垂直 主轴 方向 ,在 主轴 上 举 标 村 中, 应力 张 量 P 可 写 为 


Pp'y 0 0 
P= 0 pa 0 (C3.1.18) 
0 和 py 


式 中 PPpasp3a 是 法 向 主 应 力 。(3. 1. 18) 式 表明 ,与 主轴 方向 垂直 的 面 上 ,只 有 法 向 应 力 ， 
切 向 应 力 均 为 零 。 
应 力 张 量 中 具有 三 个 不 变量 。 应 力 张 量 严 的 不 变量 六 ,大 ,记分 别 为 


I =p 十 了 + pa 三 万 +p 十 奋 (3.1.19) 
I =paupys + Pupn + Pups - pa 一 站 | - pls = 

PuPpa tpup +p' np 【3. 1.20) 
1, =pypapn + 2pupapy - Pupa ~ paprs ~ Pup = 

pup wp (3, 1. 1 


3.2 描述 流体 运动 的 方法 


在 流体 力学 中 描述 流体 运动 的 描述 方法 有 两 种 ,一 种 是 拉 格 朗 日 方法 , 另 一 种 是 欧 拉 方 
法 。 拉 格 盎 日 方法 的 观点 是 着 眼 于 流体 质点 ,设法 描述 出 每 个 流体 质点 自始至终 的 运动 过 程 ， 
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以 了 解 整个 流体 运动 的 情况 。 欧 拉 方 法 不 着 眼 于 流体 质点 ,而 是 着 眼 于 空间 点 , 即 在 流体 运动 
的 全 部 空间 中 考察 速度 .压力 .密度 以 及 其 他 流体 量 的 分 布 , 完 整地 了 解 这 种 分 布 随时 间 的 变 
化 规律 


3.2.1 拉 格 朗 上 日 方法 


拉 格 朗 日 方法 利用 初始 时 刻 {+ =4) 流 体质 点 的 坐标 作为 区 分 不 同 流体 质点 的 标志 ,它们 
可 以 是 初始 时 刻 的 直角 上 坐标 {x6 ,Yo 1,560) 或 其 他 曲线 坐标 。 我 们 约定 末 用 a,b,e 的 组 合 (n,8,e) 
来 代表 初始 时 刻 的 坐标 ,不 管 是 直角 坐标 还 是 其 他 曲线 坐标 。 赋 对 a,b,c 不 同 的 数值 ,将 代表 
不 同 坐 标的 流体 质点 ,因此 a,b,c 是 流体 质点 标号 ,也 叫 拉 格 朗 日 坐标 或 流体 坐标 。 
(1) 流 体质 点 的 位 称 矢 径 
拉 格 并 日 方法 中 ,用 流体 质点 的 位 移 矢 稳 表 示 流 体质 点 运动 的 规律 , 它 是 流体 原点 标号 
,b,c 的 函 教 , 即 
P = ria,b,c,t) (3.2.1) 
在 直角 坐标 系 中 的 分 量 为 
党 = (ao,b,e,t) 
vy = (ob ,ct) {3.2.2) 
多 = EG bc,t) 
式 中 的 变数 a,b,e,t 称 为 拉 格 并 日 变数 。 上 式 表 明了 流体 流动 空间 中 所 有 流体 质点 的 运动 和 
分 布 情况 。 如 果 固 定 流 体质 点 标号 ab,e 而 令 时 间 + 改变 ,可 求 得 某 一 流体 质点 的 运动 规律 
如 果 国 定时 间 :而 令 访 体质 点 标号 mb,e 改变 , 则 得 到 同一 时 刻 不 同 流体 质点 的 位 置 分 布 规 
律 。 
(2) 扫 迹 
流体 质点 运动 时 ,其 位 置 随时 间 变 化 而 发 生 改 变 。 在 流动 空间 中 ,将 同一 质点 先后 经 过 的 
空间 点 连接 起 来 的 曲线 称 为 该 质点 的 轨迹 。 在 矢 径 函 数 中 消去 时 间 + 后 便 得 到 流体 质点 的 掀 
迹 。 轨 迹 给 出 了 同一 质点 既 过 的 路 径 及 其 在 不 同位 置 时 的 速度 方向 ,是 舌 径 蚂 数 的 几何 表示 。 
(3} 流 导 质 点 的 速度 和 加 速度 
假定 和 关 径 函数 (3.2.1) 式 具有 二 阶 连 镇 恼 导数 ,流体 质点 的 速度 是 矢 径 对 时 间 + 的 一 阶 偏 
导数 , 即 


_ rta,b,c,t) 
和 3.2.3) 
速度 在 直 闻 坐标 系 中 的 分 量 为 
w= Cds) = 对 (ae = Me (3.2.4】 
流体 质点 的 加 速度 是 速度 对 时 间 上 的 偏 导数 , 即 舌 径 对 时 间 + 的 二 阶 仙 导 数 : 
四 ar(a,b,e,t) (3,2.5) 
a z 
加 速度 在 直 前 坐标 系 中 的 分 量 为 
站 Ox bc,t) i a yta,b,c,t) > 9 z(ta,b ,ct) (3. 2.6) 
四 ge i dt VE Ar i 


中 负 


第 3 童 流 性 力学 基本 概念 


3.2.2 欧 拉 方 法 


(1) 流 场 首 点 的 速度 
在 欧 拉 方 法 中 描述 流体 在 流 场 中 的 运动 规律 ,是 用 不 同时 刻 所 有 流体 质点 经 过 谅 场 空间 
各 点 的 速度 函数 来 表示 的 ,其 天 量 形式 为 
MH = u(r,t) {3.2.7) 
其 中 矢 径 画 数 "是 空间 点 坐标 *,yz 的 函数 。 速 度 在 袁 衣 坐标 系 中 的 分 量 为 
,= (2 
HW = 卫 基 各 {3.2.8) 
Hu = (R24) 
式 中 的 变数 x,y,z,t 称 为 欧 拉 变数 。{3.2.7) 式 表明 了 流体 流动 空间 中 各 点 速度 的 讨 化 和 分 
布 情 襄 。 如 果 周 定 z,y,z 而 令 上 改变 ,可 求 得 空间 操 上 速度 随时 间 的 变化 规律 ;如 摆 固 定 上 而 
令 xy 改变 , 则 得 到 某 一 时 刻 速 度 在 空间 中 分 布 规律 。 欧 拉 方 法 用 速度 郴 数 .压力 p = 
P(X,Y 2.1) ,密度 p=plx,y,z,t) 和 温度 了 = T(x,y,z,t) 等 状态 函数 一 起 完全 描述 了 流体 的 运 
动情 况 。 
(2) 速 度 的 随 体 导数 
我 们 从 速度 琐 数 (3.2.71} 式 出 盟 求 如 速度 。 设 让 蛋 质点 的 
运动 轨迹 为 工 ,如 图 3.2 所 未, 质点 在 上 1 时刻 位 于 拷 氮 , 建 度 为 
Ht。 曲线 工 在 时 点 处 的 单位 切 癌 矢量 为 和 ,速度 a 可 表示 
为 =ns6oo 经 过 时 间 At 后 ,质点 在 上 + 和 4 时 刻 运动 至 提 , 点 , 速 | 


, 王 


度 为 u(t + 入 1)。 图 3.2 访 体 质点 的 带 诬 变 化 
六 体 质点 的 加 速度 为 
du O_o RM + AAD MD 
de a Fa 
(3.2.9) 
nu(M t+ Mt) - u(tM, ft) z u(M, ,1) = WM,:) 


lm 人 + lim At 
上 式 中 右边 第 一 项 是 由 于 场 的 不 定常 性 引起 的 速度 变化 为 
i uM t+ A -HM (有 
Bi ht Ot dt 
aaak 称 为 局 部 导数 或 当地 导数 ;右边 第 二 项 是 由 于 场 的 不 均匀 性 引起 的 速度 变化 , 即 
Di uM tt) 一 中 _ MM Dm uM 一 _ 
Bi 点 上 站 MM 


a MD (s+ Vu = (ue V)# 
(eV)a 称 为 变 位 导数 或 对 流 导 数 。 


由 上 述 分 析 可 知 ,{3,2. 5) 式 表示 的 总 的 速度 变化 ,是 局 部 字数 和 变 位 字数 之 和 , 印 


dy _ iw 
a 十 【下 " WV)u (3, 2, 10) 


上 式 称 为 速度 的 随 体 导数 。 速 诬 的 随 迟 导 数 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 为 
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本 eh ce on 

dx ”Bx 7 By ” 如 

了 3 (3.2.11) 
dy Br Ox ”ay dz 

du du, du, du, dn, 
nN 


欧 拉 方法 中 之 所 以 对 流体 质点 加 速度 取 名 随 体 导 数 ,其 意 是 指 妃 随 流 体质 点 对 其 连 度 进 行 的 
求 导 运算 。 应 该 指出 , 随 体 导 数 的 概念 本 质 上 是 拉 格 半日 现 操 。 

[31 矢量 和 标量 的 随 体 导 数 

需要 说 明 的 是 ,在 流 场 中 采用 欧 拉 方法 描述 流体 的 运动 时 ,任何 具有 一 阶 连 续 偏 导数 的 矢 
量 函 数 e 或 标量 画 数 p, 其 一 阶 连 续 偏 导数 是 该 和 失 量 函数 或 标量 函数 的 随 体 导数 。 按 
(3.2. 10) 式 将 其 随 体 导 数 分 解 为 局 部 导数 和 变 位 导数 之 和 的 方法 ,对 于 它们 都 成 立 : 


da 0 |,,， .了 12 

Dn + (Hm Vv)a ( ) 

dp 0 . ,2. 13 

a 3 

[3.2. 131 式 标量 函数 w 的 变 位 导数 中 ,直接 写 出 了 哈密 顿 算 子 作用 于 标量 画 数 mp 的 梯度 失 基 


形式 Yop。 
根据 {3,.2. 131 式 ,可 以 通过 密度 函数 pf(x*,y's, 电 的 随 体 导数 来 提出 不 可 压 编 流 蛋 的 数学 
描述 。 密 度 函 数 pf(*,y,zity 的 随 体 导 数 为 


归 _ 六 3.2. 14) 
di Ws | ) 


式 中 密度 的 局 部 导数 裤 表 示 密 度 随时 间 的 变化 ;密度 的 变 位 导数 Vp 表示 密度 在 速度 方向 


的 变化 率 ,其 中 密度 的 梯度 Vp 表示 密度 在 流动 空间 中 的 分 布 。 
流 场 中 各 点 的 密度 在 运动 过 程 中 保持 不 变 的 流体 , 称 为 不 可 压缩 流体 。 不 可 压 编 流体 并 

不 一 定 是 均 质 流体 ,不 可 压 编 流体 其 整个 运动 的 全 过 程 中 ,虽然 每 个 空间 点 上 的 密度 不 变 ,但 
是 这 个 点 的 密 诬 和 那个 点 的 密度 可 以 不 相同 ,这 种 情况 下 不 可 压缩 流体 的 数学 表示 为 

名 = 澳 

dt 
均 质 流体 是 指 流 场 中 不 同 空间 点 的 密度 都 有 是 相同 的 , 即 流 场 中 密度 的 梯度 为 零 ,但 是 均 质 流 性 
并 不 是 不 可 压缩 的 , 均 质 流体 的 数学 表示 为 

vp= 人 0 
如 果 密 度 的 随 体 导数 为 零 , 即 


-0 


上 式 表 示 流 体 茎 是 不 可 压缩 流体 ,也 是 均 质 流体 , 它 的 窗 度 不 论 在 流 场 中 什么 地 方 . 什 么 时 修 
都 明 同 一 常数 。 上 面 通过 密度 的 随 体 导 数 表 达 式 ,对 不 可 压缩 流体 . 均 质 液体 和 均 质 不 可 压缩 
流体 三 种 流体 形态 作 了 数学 表述 。 
【41} 流 线 
对 于 流 场 中 同一 时 肇 由 不 同 流体 质点 组 成 的 曲线 ,如 果 曲 线 上 任 一 点 的 速度 方向 与 曲线 
30 
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在 该 点 的 切线 方向 重合 , 称 这 种 曲线 为 流 线 。 流 线 是 矢量 线 ,刻画 了 同一 时 刻 不 同 流 栖 质点 的 
运动 方向 , 它 是 速度 场 的 几何 表示 ,如 图 3.3 所 示 。 


设 由 是 流 线 上 的 切 向 元 索 , 可 以 用 下 面 的 矢量 表达 式 定义 流 Ws 
线 : |， -一 一 
dr xgu=0 | pp a 
= (3.2, 15) ee pd 
或 写 为 WB dl 
, HI 
dx 下 d / 
Wt) (x yr,1) AP 全 六 一 
烟 1 
下 下 (3.2. 16) 图 3.3 流 屿 


上 式 是 由 两 个 常 微分 方程 组 成 的 流 线 微 分 方程 组 , 式 中 的 时 间 上 是 作为 常数 来 处 理 的 参 
数 。 当 给 定时 间 上 的 值 ,由 不 同 的 积分 常数 值 可 以 得 到 指定 时 刻 的 流 线 入 。 流 线 簇 的 栈 密 程 
度 表 示 速 度 的 大 小 , 流 线 科 的 流 线 越 密集 ,流体 速度 越 大 ,反之 越 小 。 流 线 虽然 是 人 们 假想 的 
几何 线 ,但 是 采用 流 线 可 以 直观 地 反映 滤 场 中 流体 流动 的 情况 ,几何 线 表示 了 流体 速度 的 大 小 
和 方向 。 
由 流体 质点 组 成 一 非 流 线 的 闭合 向 线 ,经 过 该 闭合 曲线 上 每 - 

) 点 的 流 线 所 组 成 的 曲面 称 为 流 面 ,这 个 流 面 包围 的 流体 称 为 流 管 
(图 3.4)。 流 管 的 管 壁 是 由 流 线 入 组 成 的 , 流 线 的 方向 就 是 流动 的 
方向 ,因此 不 会 有 流体 从 流 管 的 管 壁 流 进 或 流出 。 流 管 是 处 理 管 流 
问题 时 常常 采用 的 流体 力学 模型 。 

需要 和 流 管 的 概念 有 所 区 别 的 是 射流 的 概念 。 经 过 一 非 轨 线 
的 闭合 曲线 上 作 轨 迹 ,这 些 轨迹 组 成 射流 面 ,这 个 射流 面包 转 的 流体 称 为 射流 。 轨 迹 和 射流 的 
概念 是 和 拉 格 朗 日 方法 联系 在 一 起 的 , 流 线 和 流 管 的 福 念 是 由 欧 拉 方法 引出 来 的 。 流 体 运 动 
不 定常 时 ,其 轨迹 和 流 线 一 般 不 重合 。 当 流体 作 定 常 运 动 时 ,其 轨迹 和 流 线 是 重合 的 。 


3.2.3 欧 拉 方 法 与 拉 格 朗 上 日 方法 之 间 的 转换 


欧 拉 方法 是 基于 场 论 的 , 面 场 论 是 研究 流体 力学 理论 强 有 力 的 数学 工具 , 拉 格 妆 日 方法 设 
有 这 一 优越 性 。 由 于 在 流体 力学 中 采用 欧 拉 方 法 比 拉 格 朗 日 方法 优越 ,所 以 描述 流体 运动 时 
一 般 采 用 欧 拉 方 法 。 应 该 指出 , 拉 格 项 日 方法 和 欧 拉 方法 是 用 和 不同 的 观点 来 描述 同一 流体 的 
运动 ,因此 ,被 此 是 可 以 互相 转 搞 的 。 下 面 通过 例题 来 说 明 这 种 转换 。 

例 3.2.1 设 流体 作 定 常 运 动 , 速 讶 明 数 为 


图 3. 和 4 流 管 


三 =0 
求 =0 时 过 有 if( -1, -1) 点 的 流 线 和 轨迹 。 
解 ; 流 线 油 分 方程 为 
2 -和 (1) 
积分 后 得 xy =C。 由 初始 条 件 上 =0,s = -17= -1, 可 以 确定 积分 常数 为 C=1。 于 是 , 求 得 
上 =0 时 经 过 空间 点 前 ( -1, -1) 的 流 线 为 


xy = 1 (2) 
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轨迹 应 满足 的 微 吉 方程 基 
= i (3) 
对 上 式 积分 求 得 方程 的 解 为 
= Ce = Ce (4) 
由 初始 条 忻 1=0,x= -1,y= -1, 可 以 确定 积分 常数 为 C=C,=1。 于 是 ,得 到 质点 的 运动 规 
律 汶 
=e 二 ee (5) 
在 上 式 中 消去 时 间 t, 即 得 与 流 线 方程 相同 形式 的 轨迹 方程 。 这 个 例子 说 明 ,流体 必 定常 运动 
时 其 轨迹 和 流 钱 是 重合 的 。 
例 3.2.2 以 拉 格 妆 日 变数 (ob,e) 给 出 流动 规律 
ae y= be ,z= ee 
式 中 上 为 非 零 常数 。 求 流 线 能 方程。 
解 :流体 质点 的 速度 为 
K = 一 2 0 = 了 va = ee" (1) 
" 上 ”上 让 


反 演 题 意 丝 出 的 流体 质点 运动 规律 ,得 到 由 酌 拉 变数 表示 的 拉 格 朗 日 变数 
a = We b=" c= se (2) 


将 拉 格 朗 日 变数 带 人 流体 质点 的 速度 表达 式 中 ,得 到 由 欧 拉 变数 表示 的 速度 场 


守 (3) 
流 线 币 分 方程 为 
对 上 面 两 个 一 阶 微分 方程 积分 , 即 得 到 流 线 答 方 各 
ay” = Cy = C,s (5) 


由 于 流 栖 作 定 常 运动 ,运动 过 程 中 流 线 保 持 不 变 。 给 定 某 点 坐标 #,yY,z 的 数值 , 即 可 求 得 经 过 
该 点 的 流 线 。 着 求 过 坐标 为 (1,2,3) 的 点 的 流 线 , 可 将 举 标 的 数值 代入 流 线 咎 方程 式 , 可 确定 
积分 常数 为 C1 =4,C, =2/3。 于 是 ,得 到 的 流 线 方程 为 
xy =4,3y = 2 (6) 
例 3.2.3 流体 作 非 定常 运动 , 流 场 速度 分 布 为 
内。 二 2x° ,u, = 十 区 站 

求 1=172 和 t=1 时 经 过 点 (1,3) 的 流 线 。 

解 :流体 作 非 定常 流动 ,相应 的 流 线 徽 分 方程 为 


- 由 [11 
2 4xr?t 

分 部 积分 上 式 , 得 到 流 线 方程 
y = Cx (2) 


式 中 积分 常数 C 由 初始 亲人 忻 确定 。 当 1=172 时 ,经 过 点 (1,3) 的 流 线 为 
2 
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y = 37 (3) 
当 *=1 时 ,经 过 点 (1,3) 的 流 线 为 
y = 3z: (4) 
该 例 表明 ,对 于 流体 作 非 定常 流动 ,不 同时 刻 经 过 流 场 中 同一 点 的 流 线 是 趟 相同 的 。 
在 刚体 力学 中 ,对 于 质点 ,质点 又 和 刚体 等 力 掌 模 型 的 运动 ,采用 拉 格 朗 日 方法 来 描述 是 


方便 的 。 流 体力 学 采用 拉 格 朗 日 方法 描述 的 是 连 包 介质 的 运动 ,用 流体 质点 的 位 移 矢 径 函 数 
来 表示 流体 的 运动 规律 。 由 于 流体 的 流动 性 ,对 于 每 一 流体 质点 以 前 和 以 后 的 运动 情 风 ,一 段 
时 间 以 后 去 描述 往往 是 困难 的 ,这 使 近 格 朗 日 方法 在 流体 力学 中 的 应 用 受到 限制 。 流 体质 点 
经 过 空间 点 的 速度 是 可 以 测 出 的 ,流体 力学 便 采 用 欧 拉 方 法 考察 流体 运动 空间 中 速度 等 流体 
量 的 分 布 和 变化 情况 ,并 用 速度 矢量 函数 来 表示 流体 的 运动 规律 。 在 研究 电磁 场 理 论 时 ,也 采 
用 欧 拉 方 法 描述 电流 强 虚 和 磁场 强度 的 分 布 和 变化 情况 。 


3.3 速度 分 解 定 理 


3,3.1 一 点 地 域 的 流动 


【1) 一 点 韩 域内 流体 的 运动 

设 朋 (x,yY,z) 点 是 流 场 中 任意 一 点 ,M(x + Bx,y + By,2 
+ 6z) 点 是 M(x,7,z) 点 考 域 在 流体 微 团 内 的 一 上 感 ,如 图 3.3 
所 示 。 抽 点 处 的 速度 为 mafzy,z'tj ,it 点 的 邻 域 提 点 处 的 
速 麻 为 az+Sxry+grz+artil, 其 中 5r,8yr,8z 是 一 只 无 大 
小 量 。 将 速度 在 出 点 的 分 域内 展开 成 泰勒 级 数 , 赂 去 二 阶 ”图 3.5 一 点 误 域 内 流体 的 运动 


制 | 二 也 二 ,+ 让 和 ,十 晤 二) 


以 上 无 穷 小 量 的 项 ,得 
= (3.3.1) 

将 上 式 写 成 张 量 形式 为 
i Ba, (3.3.2) 


根据 张 量 识别 定理 ,可 以 识别 出 二 是 一 个 二 阶 张 重 。 


{21)1 张 重 分 解 定理 
张 最 分 解 定理 告诉 我 们 ;任意 一 个 二 阶 张 量 可 以 分 解 为 对 称 张 量 5 和 尽 对 称 求 量 4 之 


和 。 于 是 二 阶 张 量 > 汪 可 以 分 解 为 


+ (3. 3. 3) 
和’ dr, dy! 9x dy 
式 中 ,对 称 张 量 5 为 

53 


ee- an Im -= Br™™ 


流体 力学 


ou, 1 Bu au, 1 Bu ou, 
i - ee | 2 | ek: 二 | 
8 = =| 二 [8 ,3 db, | 
dx dy By 2lary ae 
lidn, eu, ] 1 9u， wu, du, 
(| 
il 必 习 应 1 
|. yy > | 了 £3 0 
Gy ds Ws, 
= 了 了 8 3 
其 中 对 称 张 量 $ 的 分 量 为 
du, 
a 
Bu, du, Au, tu, du, Bu 
We 1 J oy 
上 反对 称 张 基态 为 
0 -本 - 2 1 au _ | 
< OY 2 \ dz Es 
A=0s=| 3 -TT:) 0 -1 _ ow, 
oT dy ， 2\ a jz 
-时 
2\8 dx :lay 


U ,， 一 往 ， () 一 本 (Us 
iit 0 ds | = | 甸 ; 0 i 
3 - Gs 0 ~ ty i 0 


其 中 , 
1 lBu, du 1 du, Hu, 1 jan du, 
3 ee Ee re ee 
HY dz dz OT dt oy 
即 
i 7 Kk 
_1 _ 1 _1i18 8 6| 1 du, 
v= = TV XR= dx dy ds a 


HW 


(3.3.4) 


(3.3.5) 


(3.3.6) 


(3.3.7) 


【3. 3. 可) 


(3.3.9) 


上 面 的 张大 表示 中 ,采用 】」] 前 换 符 号 eu 置换 符号 en 在 张 量 表示 法 中 经 党 出 现 , 是 很 有 用 的 


草 , 它 的 定义 是 ; 
‘0, ij 二 中 有 两 个 以 上 指标 相同 时 
su 三 41, 将 机 ， 为 侦 排 列 ( 如 12 sal + e311 等 ) 
- 1， ijs 卡 为 亲 排 列 (如 8003 583m 1802 等 ) 


【3. 3.9) 式 表明 w 是 速度 的 旋 度 {rota) 之 半 , 在 以 后 的 讨论 中 会 看 到 ,w 是 流体 微 团 的 旋转 角 
速度 。 式 中 依次 列 号 了 旋转 角 巡 度 的 哈密 顿 算 于 表达 式 ,速度 旋 度 的 直 骨 举 标 分 量 的 行列 式 


$4 


a mE mn lan." = Ep i 
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表达 式 和 速度 旋 度 的 张 量 表达 式 ， 
3.3.2 柯 西 - 变 姆 过 蔓 速度 分 解 定理 


柯 西 - 变 姆 稚 慈 (Cauchy-Helmbholtz) 如 度 分 解 定理 告诉 我 们 : 谅 场 中 流体 微 团 内 任意 一 点 
的 运动 可 以 分 解 为 平 动 .转动 和 变形 三 种 形式 , 即 流体 微 团 内 任意 一 点 的 运动 由 平 动 .转动 和 
变形 三 部 分 组 成 。 

将 (3.3, 3) 式 代 人 (3. 3.2) 式 ,得 

u, = bor 十 bx + #0 bx (3.3.10}) 

《3,. 3, 101 式 中 第 二 项 是 由 访 体 微 团 转动 引起 的 角速度 , 即 
i 上 
用 | 网 吕 ] 
Bx By Bz 
(3,3 一 10) 式 中 第 三 项 是 由 于 流体 微 团 变形 引起 的 速度 , 即 
1 
2 


a Bx = — awd = wx br = 


Ei bx + -0,0y + ,Bz 


Bi = 3 Hr = -08 + £.By + A = grad 中 
,8 + 0, By + 二 人 
其 中 
由 = 于; 本 BBy + EBs + Oy + 0 Bbr + 0, BrBy) 
于 是 ,(3.3.10) 式 变 为 


中 = + 4 ,= 本 + Trotu x r+** Sr = 
(3.3.11) 
We + -rot X br + gradd 


式 中 ,是 由 流 蛋 微 团 平 动 引起 的 平 动 速度 , 它 是 刻画 流体 微 团 平 动 的 特征 量 (a ) ; 

ui 是 由 流 蛋 微 团 转 动 引 起 的 转动 前 过 度 , 刻 画 流体 微 团 转动 的 特 证 重 是 速度 的 旋 度 
(rota ) ,转动 前 速度 可 由 rotw 与 距离 于 ,点 微 元 矢 径 57 的 矢 积 求 得 ; 

mi 是 由 流体 微 团 变形 引起 的 变形 速度 , 刻 栖 流体 微 团 变形 的 特征 量 是 二 阶 对 称 张 量 S,ii。 
点 邻 域内 一 点 的 变形 速度 可 由 3 与 ir 的 数 积 或 梯度 grad 由 求 得 。 

《3. 3. 11) 式 表明 财 , 点 的 分 域内 流体 微 团 的 连 度 是 由 平 动 速 度 uw, ,转动 速度 wu, 和 变形 速 
度 ,三 部 分 组 成 的 ,是 柯 西 - 变 姆 改 兹 速度 分 解 定理 的 数学 表述 ， 


3.4 变形 速度 张 量 


在 速度 分 解 定 理 中 引进 的 二 阶 对 称 张 量 5, 其 各 分 量 是 表示 流体 微 团 变形 的 特征 量 , 称 二 
阶 对 称 张 量 $ 为 变形 速度 张 量 。 下 面 讨 论 变形 速度 张 量 各 分 量 的 物理 意义 。 
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3.4.1 线段 元 的 随 体 导数 
取 一 由 流体 质点 组 成 的 线段 元 Br =r-m, 如 图 3.65 所 示 , 其 随 体 导 数 为 


中 
dar ar) = -可 = (3.4.1) 


M 。 上 式 表明 随 体 导 数 算 子 4 与 徽 分 符号 8 可 以 互 换 。 
速度 "是 *,yz 的 函数 ,线段 元 Br 的 随 体 导数 还 可 


以 写成 
di Ou pa， 反 
eer 三 ri + yor + bz (3. 才 , 之 
组 成 的 线段 元 B87, (Bx,0,0) ,其 随 体 导数 为 
中 du BE Du ，， gu 。， 有 
er, = Ts = Ep ~ Ba Bak (3.4.3) 
在 Dry 和 0: 坐标 轴 上 ,分 别 取 流 体质 点 组 成 的 线段 元 Br,(0,8y,0) 和 Br,(0,0,8z) ,相应 的 随 
体 导 数 为 
5 - 2 Bg 二 3. 4. 才 
吕 EF du, , 8u, Au, 
i 二 a 三 人 十 By Ga Pp {3. 4. 子 ) 


3.4.2 变形 速度 张 量 对 角 线 分 最 的 物理 意义 
下 面 讨论 变形 速度 张 量 对 角 线 分 量 s,s,,s; 的 物理 意义 。 特 Srif = Bxi) 与 (3. 4.3) 式 点 


匀 ,得 
时 Ou 3 
6ST, dn, dr rh i 六 
即 
en Bx 了 3. 二. 石 
si 《3.4.6) 
上 式 表明 ,e, 是 线段 元 5x 的 相对 拉 伸 ({ 压 稍 ) 速 度 , 如 图 3.7 Y 
所 示 。 同 理 可 得 | 
| 
du, 1 4 | 
a yd Be Te 2 
au,_ 1 4 | -hb 
ES Br dr (3, 4. 时) -Jd | oCCD 


[3.4.7) 和 (3.4.8) 式 表明 ,s, 是 线段 元 By 的 相对 拉 伸 ( 压 
编 ) 速度 ,s; 是 线段 元 Bz 的 相对 拉 伸 ( 压缩) 速度 。si ,si ,e; 通 
常 称 为 钱 变 形 速率 或 线 变 率 。 


图 3,7 线段 元 的 相对 拉 伸 速度 


本 和 
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3.4.3 变形 速度 张 量 非 对 角 线 分 量 的 物理 意义 

对 于 变形 速度 张 量 非 对 和 角 线 分 量 和 ,8,,9, 的 物理 意 久 讨论 如 下 。 将 Br,( = Bxi) 点 科 
(3,4.4) 式 ,Br,( =8y 门 点 腿 (3.4.5) 式 ,分 别 得 
号 于 


ds -= rsva， 
本 


Bu 
Br * ET 一 证 Sr, 


两 式 相 加 ,得 

[ 羡 4 | BxBy = 人 (gr " BF,) = 人 BxBycosy,,) = — BxBy 
式 中 ,是 x 轴 与 y 轴 的 夹 衣 ,推导 上 式 时 已 确认 siny,, =1,cosy,, =0。 由 上 式 得 
lL du dy,  . i 
: 村 = i 了 了。 (3.4.9) 
[3.4.9) 式 表明 ,变形 速度 张 量 非 对 角 线 分 量 凡是 * 轴 与 Y 轴 
的 丙 角 y, 变形 速率 的 负 值 , 即 夹 角 y., 更 切 变形 速度 的 负 值 ， 
如 图 3.8 所 示 。 同 再 可 得 
_ fou an __dn_ - 
8 = By + FT Yn 
| | 
bx! di 
(3.4. 10) 式 和 (3.4. 11) 式 表明 ,变形 速度 张 芋 非 对 角 线 分 量 图 3.8 到 外 的 网 切 变形 速 庚 
6 和 上 太 分 别 是 夹 前 了, 和 7。 变形 速率 的 负 值 , 即 前 切 变 形 速度 
的 负 值 。 y。 ,9 通常 称 为 角 变 形 速率 或 切 变 率 。 


3.4.4 变形 速度 张 量 的 性 质 


(1) 变形 二 次 曲面 

变形 速度 张 量 是 二 阶 对 称 张 重 , 因 此 具有 二 阶 对 称 张 量 的 性 质 。 变 形 速度 张 量 和 二 次 有 
心 曲面 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 。(3. 3. 11) 式 中 ,和 ,点 邻 域内 一 点 的 变形 速度 由 可 由 8 与 
57 的 数 积 或 梯度 grad 中 求 得 , 即 


(93.4. 10) 


9, = (+ (3.4.11) 


HW, = 5: Br = gradop 
其 中 
三 (BB 十 号 By + EB + 0 Eros + 0 BB + 0, 5x6Yy) 


中 

变形 速度 张 量 对 应 的 二 次 有心 曲 面 为 杠 球 面 , 即 
F = sxx = ] 

或 写 为 

2 由 = ESx + sby + eBs + OByBr + OBrBx + ,Bry = 1 (3.4. 12) 
将 二 次 有 心 曲 面 (3. 4. 13) 式 称 为 变形 二 次 曲面 。 变 形 二 次 曲面 是 变形 速度 张 量 的 几何 描述 ， 
如 图 3.9 所 示 。 

利用 变形 二 次 曲面 精 球 可 以 几何 地 作出 ,点 邻 域 内 一 点 并 的 变形 速度 ,由 图 3.9 有 
57 
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| 
让 三 与 Sr = rd 中 = Dn 
可 见 , 变 形 速 度 张 量 $ 的 确 从 几何 角度 刻画 了 一 点 邻 域内 流体 微 团 的 
变形 情况 ,流体 徽 团 上 任 一 点 的 连 度 都 可 以 通过 上 面 介 绍 的 几何 方法 
作出 来 。 
(2] 主 相对 拉 伸 速 朗 
图 3 9 变形 二 次 曲面 变形 速度 张 量 恒 有 三 个 互相 垂直 的 主轴 ,在 以 这 三 个 主轴 建立 的 
正 交 直角 坐标 系 中 ,变形 速度 张 量 8 可 以 写成 下 面 的 标准 形式 


re 0 0 
sg=|0 a 1 (3.4.13) 
| 0 0 3 
s'1 ,6 118's 称 为 主 相 对 拉 伸 速度 。 与 主 相 对 拉 伸 速度 对 应 的 二 次 曲面 为 
se' Bx + eBy" + eB = 1 (3.4.14) 
上 式 表 明 ,变形 速度 张 量 $ 完 全 由 三 个 主 相 对 拉 伸 速度 a' 乌 定 。 
[3)} 变形 速度 张 重 的 三 个 基本 不 变量 
第 一 不 变量 为 
i =8 + Er 十 有 = 8 +E,+e = 
du, du, ju, Ee (3. 4. 15) 
Ox oF a 
第 二 不 变量 为 
i =8 8 + 8 8 1 + BB, 
Bi + BG) + EE2 一 (村 + 人 + 页 ) 人 
第 三 不 变量 为 
,=a 6284 = 
[33.4.17) 


| | | 
B11E1B + 0 -Oe, 二 Da) + 的 5 ) 


十 分 明显 , 愉 这 三 个 处 变量 出 发 ,可 以 作出 无 夯 索 个 干 变 量 ， 

第 一 不 这 量 的 物理 意义 是 表示 流体 微 国 的 相对 体积 腾 虑 率 ， 事 空 上 ,根据 散 讼 的 定义 ,如 
度 的 散 度 可 表示 为 
中 45 


ei 
有 


式 中 小 .ds 是 速度 mw 通过 封闭 曲面 5 的 速度 通 量 ,也 是 体积 8 的 变化 率 , 即 


于 是 ,得 
diva = dy (3, 4. 18) 


了 入 
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上 式 表示 速度 散 度 代表 流体 徽 团 Wi 膨胀 率 ， 由 于 体积 元 8V = Bx8y8z, 于 是 
Ph Ld du du, au 


BV di Bx di Ts a ed 


一 一 -一 一 一 一 一 心 定 


3.5 流体 微 团 的 运动 分 析 


在 流 场 中 任 取 一 质量 为 dm 的 正 交 六 面体 流体 微 团 (流体 微 团 的 形状 可 以 任意 选 定 ), 如 
图 3. 10 所 示 :.。 设 给 定时 刻 微 团 上 4 点 的 速度 为 三 ,Yisstl， 
4 点 附近 一 点 的 过 度 为 Iz+dry+drz+di。 流 悼 微 团 
在 流 场 中 运动 时 ,其 运动 一 般 可 以 分 解 为 平移 .旋转 . 线 变 形 
和 和 角 变 形 四 种 运动 形式 ,流体 微 团 的 平移 运动 形式 和 旋转 运 
动 形式 都 是 类 伺 刚体 的 运动 形式 ; 流 体 和 被 团 在 运动 过 程 中 发 
生 的 线 变形 和 和 角 变 形 ,是 变形 体 的 运动 形式 。 下 面 分 别 考 察 
流体 微 团 这 四 种 运动 形式 的 特点 和 特征 量 。 图 3.10 正 变 六 面体 流体 微 团 


3.5.1 流体 微 团 的 刚体 运动 形式 


(1) 平移 运动 

流体 微 团 作 平 移 运 动 时 , 币 轩 类似 刚体 产生 线 位 移 ,如 图 3. 11 所 示 。4 所 移动 到 4, 点 , 忆 
t 坐标 面 平 行 的 整个 平面 4BCD 平移 到 4,B8,C,D,。 平 称 后 的 平面 4,8,C,D, 与 平移 前 的 平面 
ABCD 形状 、 大 小 和 对 角 线 的 方向 都 相同 。 可见 ,流体 微 团 平 称 运动 的 特点 是 形状 ,大 小 和 方 
位 ( 正 交 六 面体 对 角 线 的 方向 )} 都 保持 不 变 , 平 称 运 动 的 特征 量 是 速度 &, 即 单位 时 间 经 过 的 线 
位 务 。 如 果 流 场 中 各 流体 质 点 以 恒定 速度 沿 平 行 直线 作 平 称 运 动 , 这 种 流动 称 为 均 习 流动 ,如 
图 3, 12 所 示 。 


E E+ 总 二 


图 3.1L 和 芒 体 微 团 的 平移 运动 图 了 12。 询 句 流动 
[21 旋转 运动 
流体 微妙 作 旋 转 适 动 时 , 微 团 类 似 刚 体 绕 4 点 产生 角 位 称 。 流 体 微 团 旋 转运 动 的 特点 是 
形 关 和 大 小 保持 不 变 ,方位 ( 正 区 六 面体 对 角 线 的 方向 ) 发 生 了 人 情 秘 ,如 图 3.13 所 示 。 表 征 洲 
体 微 团 作 旋转 运动 的 特征 县 是 滑 量 岂 ， 齐 量 是 旋转 角速度 的 2 司 , 即 
1 = 2m = rotk {3. 35.1) 
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其 中 ,旋转 角速度 w 是 单位 时 间 经 过 的 角 位 移 ;rotn 是 速度 的 诈 度 表达 式 。 在 图 3.11 中 , 按 右 
手 定 则 规定 道 时 针 方 向 的 转向 为 正 ,互相 垂直 的 AB 与 AD 边 摆 由 点 分 别 转 过 角度 (和 角 位 穆 ，) 


Dis 
ut EE Bx 


图 3.13 流体 投 团 的 旋转 运动 


u = 1 [Be+ 38) - 


:Bt 2 


$x 和 8, 则 
_ Sy8 
Ba = arctan = 
by 
du 
Tr (3.5.2) 
xf 
B88 =arctan 和 es 
du, / 
a (3.5,3) 
对 角 线 4C 转 过 的 角度 -= 二 代表 整个 平 
面 48CD 转 到 平面 48, CD, 转 过 的 角度 。 
平面 48CD 的 转动 角速度 为 
村 (2 - as] = 0 (3. 5.4) 


[bs By 2 


上 式 是 流体 被 团 绕 : 轴 ( 过 4 点 的 坐标 轴 ) 的 肯 时 平均 角速度 ; 凡 是 调和 量 如 在 = 轴 方 向 的 分 


是 - 美 似 地 ,可 得 


WW 二 一 


起 三 


” 2 1 


Li Bu 
了 Bu。 


2 二 站 (3.5.5] 
dF 2 
dn. 1 
-~ 上 | = 一 一 3 与. 二 
| 机 ( ) 


如 梁 流 体 像 刚体 一 样 作 旋 转运 动 ,这 种 流动 称 为 强制 满 。 


3.5.2 流体 微 团 的 变形 体 运 动 形式 


(11 线 变形 

流体 微 图 在 运动 过 程 中 发 生 线 谈 
形 ,组 成 流体 微 团 的 各 边 全 有 伸 长 或 
编 拓 ,但 是 各 边 的 夹 角 悍 持 不 变 。 表 
征 流 蛋 微 图 发 生 线 变形 的 特征 量 是 单 


位 时 间 府 各 坐 标 轴 方 向 长 度 的 相对 酸 y 本 
化 , 即 线 变形 速率 ( 线 变 率 ) ee,ev， 
出 


s,s 图 3.14 中 ,平面 48CD 发 生 线 变 
形 后 形状 为 平面 48,C,D,。x 方 向上 ， 
流体 质点 线 48 的 速度 为 u,,CD 的 速 


麻 为 忆 ， + 一 8z, 经 过 计 后 ,5 较 .4 厅 
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图 3.14 流体 窒 团 的 线 变 形 
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的 多 移动 了 一 段 距离 一 8x8t, 线 变形 速率 为 


rx! ju 
5 = i a (3. 5.7) 
类 似 地 ,在 y 方向 的 钱 变 形 速率 为 
i 
—By8t 
.a 
实生 一 ByBt BY {3.5.8&) 
在 : 方 回 的 线 变 形 速 率 为 
al Ri 
(3.5.9) 


Fed 习 3 
由 以 上 分 析 可 知 , 钱 变 形 是 由 平行 于 运动 方向 的 速度 梯度 引起 的 。 

(2) 角 变形 

流体 微 团 在 运动 过 程 中 发 生 角 变 
形 , 流 体 微 团 形状 发 生 改 变 , 各 边 的 夹 
角 有 变化 ,但 是 对 角 线 的 方向 保持 不 
变 。 表征 流体 微 团 发 生 角 变形 的 特征 
量 是 单位 时 间 内 角度 的 平均 变化 , 即 
角 变形 速率 ( 切 变 率 )y_ ,y .,y.。 图 
3. 15 中 ,矩形 平面 48CD 发 生 线 变形 
后 形状 为 琴 形 平面 48, C,D, ,4D 的 速 
度 为 w ,BC 的 速度 为 上 + 8y, 经 过 
下 后 ,AB 转 过 角度 Ba 到 48 ,有 距离 


BB 等 于 -6781。 按 右 手 定 则 规定 道 时 针 方向 的 转向 为 正 , 转 角 aa 为 


图 3.15 流体 微 团 的 角 变 形 


y 


Ou ft du 
88 = arctan = = == pe (3.5.11) 
互相 垂直 的 AB 与 AD 边 经 过 让 后 ,总 的 夹 角 变化 为 ( 驻 - Sa) ,wy 平面 内 的 角 变 形 连 率 为 
_ 1 -sa+ _ du, om | 
oe = +) > | (3. 5. 12) 


奖 伺 地 ,yz 平面 和 zx 平面 内 的 角 变 形 速率 分 别 为 


| 
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1 iu, 13.5. 131 
Ww 了 如 + 天 
1 7 ou 站 天 

= 一 | 一: + 一 (3.5.14) 
ee 5 二 三 二 


由 以 上 分 析 可 知 , 角 变形 是 由 垂直 于 运动 方向 的 速度 梯度 引起 的 。 如 果 没 有 发 生 旋 特 ,由 于 角 
变形 使 新 . 旧 对 角 线 保持 平行 , 必 有 -a = 8， 


3.6 静止 流体 中 的 压力 分 布 


流体 静 力 学 是 研究 流体 在 外 力作 用 下 静止 时 的 平 交 问题， 作用 在 流体 上 的 外 力主 要 是 质 
量力 和 面 力 。 流 体外 于静 力 平衡 状态 时 ,流体 层 之 间 没 有 相对 运动 ,因此 不 考虑 流体 的 粘性 。 
流体 处 于 静止 状态 时 ,由 于 不 承受 切 应 力 , 只 有 与 作用 面 垂直 的 法 向 应 力 ,因此 静止 流体 中 一 
点 的 应 力 状 况 非常 简单 。 液 体 静 力学 研究 不 可 压 弟 流体 在 外 力作 用 下 静止 时 的 状态 , 且 的 是 
考察 静止 液体 中 的 压力 分 布 。 气 体 静 力学 研究 可 压缩 流体 在 外 力作 用 下 静止 时 的 状态 ,目的 
是 考察 气体 中 各 钼 的 压力 ,密度 和 温度 。 

当 流 体 静 止 时 ,流体 质点 速度 =0, 应 力 张 量 P = -pl, 其 中 p 荐 流体 静 力 学 压 镍 沂 数 。 
如 果 流 体 不 是 处 于 等 温 ,绝热 情况 下 ,其 内 能 .密度 p 和 温度 了 是 相互 焕 合 的 ， 对 于 均值 流 
体 , 窗 度 p = 常数 ,与 压力 p 和 温度 了 无 关 。 密 度 p 只 是 压力 p 的 函数 ,与 温度 了 无 关 的 流体 ， 
称 为 正 压 流体 ,表示 为 p= 放 p)。 对 于 所 谓 正 压 流 体 , 压 力 p ,密度 p 可 雇 与 温度 了 分 开 求解 。 


3.6.1 液体 静 力 学 规律 


{1} 作 用 在 液体 上 的 外 力 
为 了 研究 流体 的 静 力 学 平衡 规律 的 方便 ,可 以 在 等 
温 ,绝热 .均值 流体 中 取 一 正 交 六 面体 微 元 来 考察 ,种 边 
与 坐标 轴 Ox 轴 ,0y 轴 和 0z 轴 平 行 ,如 图 3. 16 所 示 。 
流体 微 元 中 心 坐 标 在 直角 坐标 系 Oxyz 中 为 CUx,y ,2 ， 
微 元 边 长 分 别 为 由 ,dy,dz。 
r 设 作用 于 单位 质量 流体 的 夺 量 力 为 下 , 深 x,yY,z 方 
向 的 分 量 分 别 为 下 . ,天 ,和 下 上,, 则 作用 在 微 元 体 上 的 质量 
图 3 16 流 中 重力 ppPdrdydz 在 z 轴 ,7 轴 ,z 轴 上 的 投影 分 别 为 
=pF, drdyds 
peer (3.6.1) 
=pF drdydz 
设 流体 微 元 中 心 5 处 的 静 压 力 为 p, 沿 x 方向 ,作用 在 法 钱 方向 与 x 轴 方 向 相同 的 微 元 体 


表面 上 的 压力 为 p, =p + 二 2pdy, 其 中 ,的 下 标 x 表示 压力 p. 的 作用 面 的 法 线 方向 与 * 轴 方 


向 相同 ;作用 在 法 线 方向 与 < 轴 方向 相反 的 微 元 体 表面 上 的 压力 为 p., =p -时 dz, 其 中 , ， 
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的 下 标 -x 表示 压力 p _, 的 作用 面 的 法 线 方 向 与 * 轴 方 向 相反 。 于 是 , 沿 * 方 向 的 静 压力 为 


La Lap 1 _ pgs 
p-.-p.=(P- -dx] (p+ ads| = - Sed (3.6. 28) 
流体 微 元 静 压 力 浴 y 和 = 方向 有 类 似 语 * 方 向 的 表达 式 , 即 
1 11 | ap 
本 (3.6.2b) 
三 1 对 1- 18 _ | 
pp, = (p -这 dz) (p+ 5 Pdz] ds (3. 6. 2c) 


(2) 静 力 平衡 向 分 方程 
流体 微 元 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 ,作用 在 微 元 体 上 的 质量 力 和 表面 力 之 和 必 为 零 , 即 
+tp, -pdydr = 
VY +ilp., —p,)dzdx =0 (3.6,.3) 
ZB+{p, -pdrdy =0 . 
将 作用 在 福元 体 上 的 质量 力 的 表达 式 (3. 6. 1) 和 表面 力 的 表达 式 (3.6.2) 代 人 (3.6.3) 式 , 整 
理 后 得 到 微 元 体 的 静 力 平 奖 微分 方程 


Pee 
"pax 
bh (3.6. 4) 
p ay 
P - 二 部 -0 
Dp dz 
静 力 平衡 微分 方程 (3.6.4) 的 矢量 形式 为 
FP-— vp=0 (3,6.5) 
静 力 平衡 微分 方程 式 表 明了 质量 力 和 压力 梯度 之 间 的 关系 ,是 进行 静 力 平衡 计算 时 要 用 到 的 
微分 方程 。 
(3 压力 全 微分 
微 元 矢 科 dr 为 


dr = idsx + jdy + kds 
将 静 力 平衡 微分 方程 43. 6.5) 式 两 病 与 微 元 和 失 径 dr 作 数 积 , 即 


(r= Ve) 0 : (3.6.6) 
根据 梯度 定理 ,有 
dp = dr : gradp 
即 得 压力 全 微分 
Yaphgr=dp= a + a + rd (3.6.7) 
将 上 式 代 人 (3.6.6) 式 ,得 到 由 质量 力 表示 的 压力 全 微分 
dp = plF.dx + Fdy + 下 dzj (3.6.8) 


已 知 质 量力 求 静止 流 伴 中 压力 分 布 时 ,压力 全 柚 分 (3.6.8) 趟 是 肯 用 到 的 一 般 表 达 趟 。 
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(4) 流 体 静 力学 基本 方程 
如 果 流 体 受 到 的 质量 力 只 是 重力 ,村 是 单位 质量 流体 的 质量 力 下 沿 * 轴 ,y 轴 和 := 轴 方 向 


的 分 量 分 别 为 
= DEF =0,Ff, = 一 多 


式 中 z 轴 方向 分 量 的 负 号 表示 重力 方向 与 : 轴 方 向 相反 。 将 上 式 代 和 八 质 量力 表示 的 压力 全 微 
分 表达 式 (3. 6.8) ,得 


dp + pgtlz = 0 | {3,6.9) 
对 于 不 可 压 编 流体 ,密度 与 压力 无 奖 , 积 分 上 式 , 得 

+g=C (3.6. 10 

a bh 


式 中 pip 是 单位 质量 流体 所 具有 的 静 压 能 ,gz 是 单位 质量 流传 所 
具有 的 位 能 ,2 是 积分 常数 。{3. 6. 10) 式 表明 ,在 重力 场 中 处 于 平 
衡 状态 的 不 可 压 端 流 体 , 其 静 压 能 和 位 能 两 者 之 和 为 带 数 , 即 对 静 
止 流 体 中 性 意 两 点 1 和 2 有 


pi Ps 
一 十 本 一 十 区 (3.6.11) 
pe. Bz 号 B27 


图 3.17 补 伴 静 压 力 分 布 
体 pz = Pp 十 PE 一 五 ) = PP +PEP (3,6. 12) 


上 式 称 为 流体 静 力 学 基本 方程 。 流 体 静 力学 基本 方程 表明 , 处 于 重力 场 中 的 不 可 压缩 访 体 , 受 
到 的 静 压 力 取决 于 垂直 高 度 ,与 水 平 位 置 无 关 ,如 图 3. 17 所 示 。 


3.5.2 可 压 乱 流体 中 的 静 压 力 分 布 
可 压缩 流体 的 密度 不 是 常数 。 对 于 理想 气体 ,其 压力 和 密度 之 间 的 关系 由 状态 方程 来 确 
是 。 对 于 等 诅 .绝热 . 才 变 过 程 ,压力 和 密度 之 间 的 关系 为 
Ps (3.6.13) 


式 中 下 为 常数 。 将 上 式 代 入 (3.6.9) 式 ,得 


吕 --oe (人 


kK 
或 
里 -6 
p™ 
积分 上 式 , 得 
pp = -s+C (3.6. 14) 


其 中 CC 是 积分 常数 。 当 sz=0,p=poip= 欠 时 ,可 求 得 


种 EL 
C = 一 po 


将 上 面积 分 常数 C 和 常数 目的 表达 式 代 人 (3.6.14) 式 ,得 
G4 
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i 
ss 本 一 ”一 一 一 一 一 一 一 十 
了 一 pe” /po 下 一 


整理 上 式 , 得 


上 =|1- -2 (2)] (3.6.15) 


当 = 很 小 时 , 原 开 (3.6.， 人 , 悍 国 一 阶 小 量 ,可 得 


PP -1 Ps’ 
pe pr 
或 
p= po 一 pngz (3.6, 16) 


上 式 与 不 可 压缩 流体 静 力 学 基本 方程 (3. 6. 12) 形 式 一 样 。 当 高 度 差 很 小 时 ,气体 密度 近似 不 
变 。 当 压力 变化 不 大 时 ,可 近似 试 为 气体 密度 的 平均 值 为 常数 。 


3.6.3 静止 流体 的 外 力 限制 条 件 


(1) 外力 限 制 条 件 

当 流 体 静止 时 ,外 旋 必 须 满足 一 定 的 条 件 , 即 外 力 限 制 条 件 。 也 就 是 说 , 流体 只 有 满足 外 
力 限制 条 件 , 才 可 能 保持 静 力 平衡 。 

对 (3. 6. 5) 式 两 边 取 旋 度 ,得 


mop = — Vp x Vp + Vx Vp (3.6.17) 
p 


根据 场 论 公式 ,可知 梯度 函数 的 旋 度 值 为 零 , 于 是 上 式 右边 第 二 项 等 于 零 。 将 (3.6. 17) 式 与 
(3.6.5) 趟 两 边 分 别 作 数 积 , 得 


F.mF=- Vp- (Vpx Tp) (3.6.18) 
p 
因为 YPp 与 Yp x YPp 是 两 个 正 交 的 矢量 ,二 者 的 数 积 等 于 零 , 于 是 ,由 (3.6.18) 式 得 到 
FrroaF =0 (3.6.19) 
上 式 是 流体 保持 静止 状态 的 外 力 腿 制 条 忻 。 
如 果 外 力 有 势 , 即 焉 = - VV, 其 中 Pf 是 力 势 函数 ， 则 有 势 外 力 的 施 度 必 为 堆 
rmmF=- Vx Tr=0 
因此 ,有 势 外 力 满足 外 力 限制 条 件 (3. 6. 19) 式 ,说 明 流 体 在 有 势 外 力 场 中 有 势 外 力作 用 下 ,可 
能 保持 静 力 平衡 。 在 重力 场 中 ,重力 和 重力 势 为 
不 =- 了 IOgz),i= gz 
在 引力 场 中 ,引力 和 引力 势 为 
_oylliy-l 
a A 加 局 本 
显然 ,在 重力 场 或 引力 场 中 ,流体 有 可 能 处 于 静止 状态 。 
(2)} 每 压 面 


如 果 静 止 流 体 有 自由 面 , 则 在 自由 面 上 应 满足 下 而 的 条 件 
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P=P {3.6.20) 

其 中 是 给 定 的 已 知 压 力 , 例 如 大 气压 。 上 式 说 明 自 由 面 是 等 压 面 。 静 止 访 体 的 等 压 面 形状 

不 能 任意 选取 。 蔚 力 平 衡 微 分 方程 式 (3.6.5) 表 明 ,等 压 面 必 定 与 外 力 正 牌 直 。 当 外 力 下 有 
势 时 ,等 压 面 和 等 势 面 重合 ， 

在 等 势 面 上 ,压力 .密度 和 温度 都 等 于 常数 。 因 此 ,等 青 面 同时 也 是 等 压 面 , 等 密度 面 和 等 


温度 面 。 事 实 上 ,将 有 势 外 力 下 = -VB 代 人 (3,6.5) 式 ,有 


-pvP= Vp (3.6.21) 
两 边 取 旋 度 ,得 

VpxyY=n (3.6.22) 
由 (3. 6. 21) 式 可 得 

Vpx v=0 (3.6.23) 


(3.6.22) 式 和 (3. 6.23) 式 表明 .等 势 面 与 等 密度 面 重合 ,等 势 面 与 等 压 面 重合 。 由 状态 方程 
可 以 推断 ,等 势 面 与 等 温度 面 也 重合 。 
自由 面 上 p =p, 因 此 自由 面 是 等 压 面 ,根据 (3. 6.23) 式 自由 面 也 是 等 势 面 。 自 由 面 的 形 


状 由 力 势 函数 六 = 常数 来 确定 。 当 外 力 是 重力 时 , 力 势 函数 为 = gr, 自 由 面 的 形状 为 z== 常 
数 。 可 见 流 体 在 重力 场 中 钼 于 静止 状态 时 ,其 自由 面 是 水 平面 。 


3.6.4 旋转 圆 简 中 下 体 的 静 压 力 分 布 


有 一 盛 液 贺 简 , 绕 对 称 轴线 = 以 等 角速度 w 旋转 , 圆 简 中 的 
泪 体 随 圆 简 等 角速度 w 旋转 ,与 旋转 贺 简 处 于 相对 静止 状态 ,如 
图 3. 18 所 示 。 选 取 直 和 角 坐 标 系 {x*s,y,z) 固 结 在 旋转 四 简 上 ,= 轴 
铝 直 向上 ,原点 疙 取 在 自由 液 面 与 轴线 : 的 交点 上 。 质 量 为 m 
的 流体 微 团 同时 受到 重力 和 离心 力 的 作用 。 流 体 微 团 m 离 原 点 
0 下 离 为 =, 上 距离 : 轴 为 ,受到 的 商 心 力 大 小 为 

R = mrey 

元 心力 在 xz 轴 , 了 轴 和 := 轴 方 向 上 的 投影 分 别 为 


R = mr cos{r,x) = mx 


图 .18 施 转 七 被 回 简 Rk, = mrw cos(r,y) a my gs 
R = mre cos(r,s) = mso 
单位 质量 流体 受到 的 质量 力 正 沿 x* 轴 ,7y 轴 和 z 抽 方向 的 分 量 分 别 为 
F wxF =w YF = 一 站 
将 上 式 代入 压力 全 微分 表达 式 (3.6.8) 式 
dp = pl rdx + w ydy — gd:) (3.6. 24) 


积分 上 式 ,得 


+t 1 2 3 z 1 
= a ey _ | 
p = pl 1 一 2 gz)+C p| 3 &zj + 


自由 表面 的 压力 p =p, ;根据 旋转 液体 生 由 表面 最 低 点 处 的 边界 条 忻 r=0,z =0, 可 求 出 积分 入 
和 看 
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en 


数 C =p, 于 是 由 上 式 得 到 等 角 过 度 旋转 圆 简 中 液体 的 入 力 分 布 表 达 式 


wr 
五 = po + pgl pr - 了 | (3,6.25) 


等 角速度 旋转 圆 简 中 ,液体 压力 相等 的 层面 称 为 等 压 面 。 等 压 面 上 的 压力 为 常数 , 即 喇 
= 们 ,于 是 压力 全 微分 成 为 


w xdr + w ydy - gdr = 人 0 


积分 上 式 ,得 
pr 
rh 
上 式 表 示 一 入 等 压 面 方程 。 在 自由 表面 上 
r=0,:=0 


求 出 积分 常数 C =0。 设 在 自由 表面 上 ,旋转 半径 为 r 的 流体 微 团 与 自由 表面 最 低 点 的 季 直 四 
离 为 z, ,将 等 压 面 方程 中 的 = 换 为 za, 即 得 自由 表面 方程 


Sr -gs = 属 [3.6,26) 
由 上 式 求 得 
二 0 一 2g 
代 A 入 {3.6.26) 式 ,得 
p= po+t+petzo -2) = po +pgh {3,6.27) 


其 中 让 是 流体 微 团 至 自由 表面 的 垂直 荆 离 。(3.6.27) 式 表明 ,与 自由 表面 的 季 真 距离 相等 的 
流体 质点 屋 上 压力 相等 ,这 类 流体 质点 组 成 的 屋面 是 等 压 向 。 


3.6.5 帕斯卡 定理 


如 果 以 补体 自由 面 作为 位 置 基准 , 即 选 擅 z, =0, 压 力 p, =p。, 则 距离 自由 面 深 上 度 为 的 性 

-位 置 z = -天 处 ,压力 ma =p, 流 体 静 力学 基本 方程 (3.6.12) 可 以 改写 为 

p=p, +pg(z) 2) = po + peh 《3. 6. 28) 
上 式 表 明 ,补体 在 深度 为 h 的 压力 p 等 于 自由 硬 上 的 压力 ps 与 高 为 1 的 液 柱 童 量 之 和 ， 

对 13.6. 28) 式 两 边 作 微分 运算 ,得 
Bp = bp, (3.6.297 

上 式 称 为 帕斯卡 定理 。 帕 斯 卡 定理 指出 , 自由 面 上 的 压力 pp 有 
ip, 的 改变 ,ip 的 压力 变化 肯 间 将 传递 至 静止 流体 中 各 点 ,使 静 
止 流 体 中 各 点 压力 也 发 生 8。 的 改变 。 

水 压 机 能 用 较 小 的 力 特 较 太 的 物体 托 起 来 ,其 工作 原理 就 是 
依据 的 帕斯卡 定理 。 水 压 机 示意 图 如 图 3. 19 所 示 。 两 个 互相 连 
通 的 水 槽 的 规 面 积分 别 为 4 和 4:。 若 在 4 面 的 活塞 上 加 一 力 
已 活塞 单位 面积 的 压力 则 为 = PiA,。 根据 帕斯卡 定理 ,压力 p 
胃 间 传递 至 静止 流体 中 各 点 ,截面 4, 各 点 受到 的 压力 也 为 p。 截 ”图 3.19 水 压 抽 工 作 电 得 
面 4;, 上 受到 的 总 压力 为 


br 


mm ee i =- = 一 一 
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a, 
dy = pd, [3.6. 30) 
可 见 , 截 面 4, 上 受到 的 力 日 是 4 上 受到 的 力 了 的 4,74, 信 。 
3.6.6 阿 基 洲 德 原理 


物 导 4 全 部 沉没 人 液体 中 ,将 受到 浮力 和 泽 力矩 的 作用 。 设 物体 4 的 体积 为 ,表面 为 $， 
nt 是 5 面 外 法 线 单位 矢量 ,如 图 3.20 所 示 。 
三 二 二 一 于 = 二 一 物体 起 受到 的 总 压力 县 为 


FR = - | pnd5 = -| Vpdr = 


| pgdr = pgrk = Wk (3.6.31) 
3.20 生体 受到 的 浮力 其 中 = par 是 被 物体 上 排挤 出 来 的 液体 重量 ， 
压力 梯度 Wp = -pg ,是 z 轴 方向 的 单位 笑 量 ,z 轴 方 向 铅 垂 
问 上 ,原点 在 洲 体 自由 面 上 .。(3. 5,31) 式 说 明 , 物 体 和 受到 的 浮力 ,其 大 小 等 于 物体 志 排 挤 出 
来 的 液体 重量 ,方向 沿 : 轴 铅 垂 向 上 。 
牺 体 4 受到 的 潮 力 短 上 为 


L =— | rx pnd5 = [a x prds = | Y 其 【万 严 站 中卫 = | Vpxrdr = 


-pg{ kxrdr = (T /rdr)x We = rox We = rexR (3.6. 2) 
全 可 于 


其 中 = 一 | ,rdr 是 被 物体 4 排挤 出 液体 重心 的 矢 径 。 在 推导 (3. 6. 32) 式 的 过 程 中 ,已 经 考 


虚 到 W xr =0 和 压 锋 梯度 p= -pgk，。 
设 评 力作 用 点 的 泉 径 为 了 , 则 舌 径 rr 与 总 压力 现 的 矢 积 为 浮力 矩 卫 
L=rxR {3.6.33) 
因为 总 压力 R 与 浮力 矩 上 不 共 面 , 即 
R:L= RrxR)=0 
上 式 说 明 没有 力 偶 存在 ,整个 作用 力 可 以 简化 为 一 个 单 力 。 比 较 (3. 6.33) 式 和 (3.6, 32) 式 得 
F= Fr 
可 见 这 个 单 力 通过 物体 4 排挤 出 液体 重心 EC。 通过 以 上 讨论 ,得 到 阿 基 米 德 原理 : 
沉没 于 术 中 的 物体 ,所 受到 的 浮力 大 小 等 于 被 物体 排挤 出 被 体 的 重重 ,方向 是 重力 的 负 方 
向 ,浮力 作用 线 通过 被 物体 排挤 出 的 液体 重心 。 
利用 阿 基 米 德 原理 可 以 研究 浮 体 的 平衡 问题 。 


3.6.7 压力 刺 示 方法 


应 用 静 力 学 原理 是 测量 流体 中 静 下 力 的 基本 方法 。 流 体 静 力学 基本 方程 (3. 6. 12) 可 以 
号 成 


s(n a) + op -Pi) =0 (3.6. 34) 


和 
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式 中 (x, - z,) 是 位 置 差 ,(p, -D,) 是 压力 差 。 为 了 方便 ,位 置 和 静 压 力 都 可 以 任意 选择 一 个 基 
准 作 为 度量 的 起 点 。 

(1) 压力 基准 

通常 选择 绝对 真空 或 大 气压 p, 作 为 压力 基准。 以 怨 对 真空 作为 压力 基准 测 得 的 压力 称 
为 绝对 压力 p,,。 和 名 对 压力 p,, 低 于 大 气压 p, 的 值 称 为 真空 度 p,,。 以 太 气 压 p, 作 为 压力 基 汰 
测 得 的 压力 称 为 表 压 p,。。 表 压 是 绝对 压力 p, 与 大 气压 p, 的 凑 值 ,又 称 为 相对 压力 。 囊 压 
Pa 可 表示 为 

Ps» = Pw ™ Ph, {3.6.35) 

图 3.21 表示 了 绝对 压力 p。 , 囊 压 p, 和 和 真空 度 p,,. 之 间 
的 关系 。 图 中 位 置 1 -1 处 的 压力 可 以 表示 为 物 对 压力 pa Po! 
和 表 压 pi 图 中 位 置 2 -2 处 的 压力 可 以 表示 绝对 压力 p。 时下 
和 真空 度 p,,.。 2 2 

对 于 不 可 压缩 流体 ,可 以 任意 选择 压力 基准 。 但 是 ,对 各 对 真 宇 为 基准 
9 i 

常用 压力 单位 有 三 种 : 

1) 以 压力 定义 的 压力 单位 Nm , 称 为 帕斯卡 (Pa) ,10 帕斯卡 称 为 巴 (bar); 

2) 以 液 柱 高 度 表示 的 压力 单位 , 称 为 压 涉 ,如 m 水 柱 或 mm 乘 柱 ; 

3) 以 大 气压 (atm) 作 为 计量 单位 。 

三 种 压力 单位 之 间 的 换算 关系 为 : 

latm{ 标准 大 气压 ) =1.013bar=1.013 x10 Pa=760mmHg =10.33mH,0 

[3] 国际 标准 大 气 

大 气 中 的 压力 ,密度 和 温度 随 高 度 的 变化 规律 ,要 受到 不 同 经 纬度 .季节 和 气候 等 因素 的 
影响 。 为 了 对 实验 和 计算 结果 进行 对 比 交 流 , 接 下 面 的 约定 规定 了 国际 标准 大 气 ， 

国际 标准 大 气 取 诲 平面 为 基准 平面 1{z =0) 。 基 准 平面 上 的 物理 量 为 ， 

上 = 15CCT = 288K) .pp = 10330kg/m 
pe = 和 125kg .sm' (ys = 1.225kg/m ) 


I 


习 是 


3.1 试 写 出 不 可 压缩 流体 在 欧 拉 观点 和 近 格 度 日 观点 下 的 数学 表达 式 。 
3.2 用 欧 拉 观 点 写 出 下 面 的 数学 囊 达 式 ; 
(1) 均 质 流体 的 审 度 ;{2) 不 可 压 编 均 质 流体 的 密度 ;(3) 定 常 运动 流体 的 密度 ， 
3.3 如 果 建 度 wu¥0, 试 说 明 下 面 各 式 的 物理 意义 ; 
= 0, 字 =0ta Vn =0 
3.4 ” 刊 断 下 列 情况 中 的 流体 质点 准 是 否 是 流 线 ? 是 否 是 轨迹 ? 是 否 茎 是 流 线 贸 是 轨 让 ? 
是 否 既 不 是 流 线 又 不 是 轨 让 ? 
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(1) 庆典 礼炮 在 天 宝 放 射 的 烟花 划 过 的 线 ; 

(2) 姻 向 里 冒 出 的 烟 ; 

(3) 集 会 结束 后 从 爹 议 厅 门 口 离 去 的 短暂 时 间 内 连 成 不 同 曲 线形 状 的 人 流 ; 
14) 在 大 街 上 排 成 长 列 行 驶 的 礼宾 车 辆 。 

3.5 对 下 列 和 不同 的 速度 分 布 的 流动 , 试 综 出 其 流 线 粘 : 


(Dy, = vu = 0, 其 中 c 是 常数 ; 


人 直下 


(2)u, = u = Te wu, =0, 其 中 = 是 常数; 


+ x 
tO sing 
Bj)u=—7, i =0; 


(4)u, = u, = e =0, 其 中 上 是 常数 。 


( 管 案 :(1)y =Ax,s=8, 其 中 4,8B 为 常数 ;(2)x +y = 常数 ;(3) 柱 坐标 系 中 ,r = clsing,s 
= cs ,其 中 ,cj 为 常数 ;(4) 球 坐标 标 中 ,r=cisin bp =e, 其 中 避 ,e: 为 常数 ) 

3.6 已 知 流体 流动 的 速 座 分 布 为 

二, = x -yy ,0, 三 一 ry 

求 通过 * =1,y =1 的 一 条 流 线 。( 答案 :7 -3zy+2=0) 

3.7 设 4=x+tu = 一 了 +t,u,= 人 0, 求 通过 x= -1,y= -1 的 流 线 及 :1 = 时 通过 
x = -1,y= ~1 的 迹 线 。( 管 案 :x +7+2=0,z= 常 数 ) 

3.8 如 图 所 示 ,U 形 管 压 差 计 水 银 面 高度 差 衣 =15cem。 求 充满 水 的 4.8 两 容 奉 内 的 压强 
藏 。 ( 管 案 :18 333Pa) 


是 3.8 附 图 题 3.9 附 图 题 3. 10 附 图 

3.9 ”在 成 有 油 和 水 的 圆柱 形容 器 的 闭 上 加 载荷 FF=5 788N, 已 知 和 =30em,h, =50cm,d 
=0. 4m, 油 的 密度 为 p, =800kg/m! ,ps, = 13 600kg/mi , 求 上 U 形 管 中 水 银 柱 的 商 度 差 下。( 管 
案 ;0. 4m) 

3.10 处 于 平衡 状态 的 水 压 机 ,其 大 竹 塞 上 上 受 力 让 =4905N ,杠杆 柄 上 必用 力 F, =147MN， 
杠杆 车 ea=15em,5 =75cem。 车 小 活塞 直径 d, =Sem , 摩 氛 力 的 校正 系数 9 =0.9, 不 计 活 讲 的 高 
度 差 及 其 质量 , 求 大 活塞 直径 中 。( 管 案 :d =12. 43cm) 

3.11 油 扩 车 内 装 有 密度 p=1 000kg/m 的 液体 ,以 水 平 直线 速度 口 =35kmxh 行 台 , 油 所 
车 的 尺寸 汐 了 =2m,h =0.3m,1=4m。 自 某 一 时 刻 起 油 龟 车 感 速 行 台 ,经 过 100m 后 完全 停止 
下 来 。 荐 制 动 是 均匀 的 , 求 必 用 在 侧面 4 上 的 万 中。 (答案 : 扩 =46 308N) 
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3,12 圆柱 形容 器 的 直径 d=600mm, 高 睛 =500mm, 术 面 至 
底板 高 度 =400mm ,余下 的 容器 空间 盛 满 密度 为 p = 300kg/m: 
的 油 ,容器 顶 羔 中 心 开 有 一 小 筷 与 大 气相 通 。 若 容器 绕 其 主轴 旋 
转 , 阿 当 转 速 n 过 太 时 油 面 与 底面 接触 ? 求 此 时 顶 盖 和 底板 上 的 
最 太 和 最 小 计 示 压强 {提示 :; 油 术 分 界面 为 等 压 面 )。( 管 案 ;n = 
15771/min; 顶 芋 上 p= 11 270Pa, p= 中 床板 上 p= a 
16 173Pa,p.. =3 922Pa}) 

3.13 求 斜 早上 国 形 闸门 的 总 压力 员 及 压力 中 心 m。 已 知道 便门 直径 二 =0 sma=lm， 
ax=60u 。( 答 案 ;:R=2 083N;r =1.263m) 

3. 14 图 示 水 泥水 吉 与 图 面 垂直 ,长 为 30m, 坝 高 4m, 坝 内 六 水 深度 3m。 筑 击 水 泥 材 料 
每 立方 米 重 2 吨 , 如 果 坝 的 重量 为 本 对 击 的 水 平 作 用 力 的 10 信 , 为 使 坝 在 经 过 6 扣 这 线 的 懒 
对 力矩 作用 下 是 稳定 的 , 求 需 顶 最 小 宽度 x。( 管 案 :x =3.8m) 


是 3. 12 附 图 是 3. 13 附 图 题 3.14 附 图 


a 
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质量 守 值 定律 .动量 定理 .能 量 守 人 恒定 律 ,热力 学 定律 以 及 流 蛋 的 物性 ,反映 了 流 蛋 运动 的 
内 在 规律 ,它们 在 流体 力学 中 有 独特 的 表达 形式 ,组 成 制约 流体 运动 的 基本 方程 。 


4.1 物质 积分 的 随 体 导 数 


流体 质点 具有 速度 .动量 .能量 等 物理 属性 ,在 流体 质点 上 便 定义 了 描述 流体 流动 的 物理 
量 。 流 场 中 由 流体 质点 组 成 连续 的 物质 线 ,物质 面 和 物质 体 ,其 位 置 和 形状 随时 间 变 化 而 不 
同 ,定义 在 上 面 的 物理 量 也 随时 间 不 断 改变 。 刻 画 这 种 改变 量 的 是 物质 线 、 物 质 面 和 物质 体 等 
积分 的 随 体 导 数 。 在 建立 流体 力学 基本 方程 组 的 时 候 ,常常 要 用 到 这 些 随 体 导数 。 本 节 将 介 
绍 流体 质点 组 成 的 物质 线 .物质 面 和 物质 体 等 积分 的 随 体 导 数 表达 形式 。 


4.1.1 句 段 元 .起 积 元 和 面积 元 的 随 体 异 数 


(1 线段 元 的 随 体 导数 
Sr = 了 一 了 (4. 1. 1 ) 


线段 元 Br 的 随 体 导数 为 

Tar = Tr —-) =u = Bu (44. 1. 2) 
上 式 表明 ,线段 元 的 随 体 导 孝 是 同一 时 刻 访 场 中 两 点 速度 之 善 , 式 中 随 体 导数 符号 和 微分 符号 
可 忆 互 相 诡 搞 。 根 据 杭 条 定理 ,速度 分 量 的 征 分 可 以 表示 为 

bu, = Sr Vu bu, = br: Vu, bu, = Br' Vu, 
合 起 来 写成 
BH = Sr* VRH ‘4, 1. 3) 

于 是 ,线段 元 Sr 的 随 体 导数 可 表示 为 : 


dr = BF. Te 《二 1. 本) 
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由 上 式 可 知 ,线段 元 Br 的 随 体 导数 是 线 县 元 与 速度 梯度 的 点 积 。 
(2) 体 积 元 的 随 体 导数 
体积 元 67 的 随 体 导数 是 伴 积 元 的 变化 窑 , 它 等 于 通过 封闭 曲面 3 的 速度 通 量 , 即 


d 
了 sr = 中 .ds 


式 中 w 是 速度 在 封闭 曲面 5 外 法 线 方 向 的 投影 。 根 据 矢 量 散 庶 的 定义 , 速 麻 散 度 的 定 习 为 
usds 
- dT 

考虑 到 速度 通 量 等 于 体积 元 67 的 变化 率 , 速 度 和 散记 的 定 交 式 可 写 为 


1 4 
Br dr {4.1.5) 
上 坏 表 明 ,速度 散 订 是 相对 体积 膨胀 率 。 由 上 式 可 得 体积 元 的 随 体 

87 = divasr = V + ubr (4.1.6] 
由 上 式 可 郑 ,体积 元 37 的 随 体 寻 数 是 何 积 元 与 速度 艇 上 度 的 薪 积 。 


{3} 面 积 元 的 随 体 导数 
推导 面积 元 8$ 的 随 体 导数 二 85 的 表达 式 ,是 在 线段 元 随 体 导数 (4. 1. 4) 式 和 体积 元 随 


体 导数 (4.1.6) 式 基础 上 进行 的 。 在 流 场 中 任 取 一 母线 不 与 截面 垂直 的 微 元 柱 体 , 微 元 截面 
积 为 88 ,母线 为 6r, 柱 体 微 元 体积 则 为 
8r = Br + 865 


dirsau = lim 
B70 


divu = 


对 上 式 两 边 取 随 体 守 数 , 往 
d dir 185 
mT ee BS + Sr" 

将 线段 元 随 体 导数 (4. 1.4) 式 .体积 元 随 体 导数 (4. 1.6) 式 和 柱 体 体 积 的 表达 式 代 人 上 式 , 得 

(br. TH) + BS + Br «85 Tr Bs) = 0 

将 上 未 整理 测 

d 

dt 

由 于 线段 元 7 是 慎 取 的 ,于 是 神 到 面积 元 88 的 随 体 导数 表 计 式 
d 


TS =V us- Via ss (4. 1.7) 


由 上 式 可 知 ,面积 元 $83 的 随 体 导数 等 于 速度 散 度 与 面积 元 的 嫌 积 碱 去 速度 梯度 与 面积 元 的 
点 积 。(4.1.71 式 的 张 量 表示 为 


Br (VR 5S +—bbS- VY +: whs) = 人 0 


5 (4.1.8) 
me ‘Bx Bx " 有。 


4. 1.2 线 积 分 .面积 分 和 体积 分 的 随 体 导数 


(1j 钱 积分 的 随 体 导 数 
速 度 矢 量 &# 沿 流 体质 点 组 成 的 封闭 曲线 上 的 线 积分 的 随 体 导数 ,一 部 分 是 由 回 度 随时 间 
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哇 


变化 而 改变 引起 的 ,为 一 郭 分 是 由 封闭 曲线 上 在 流动 过 程 中 改变 形状 引起 的 , 即 
- d dre 了 
he Br = Br) = rth Tr = 


jartbu. du = he. sr+has = [4.1.9) 
du 
下 二 
式 中 小 8 二 = 0 ,是 因为 速度 是 单 值 函 数 。 
{2) 让 体 面积 分 的 随 体 导数 


类 似 过 度 矢 量 & 沿 流 体质 点 组 咸 的 封闭 曲线 的 线 积分 的 随 体 导数 的 推导 , 讽 旋 矢量 吕 
面积 分 的 随 体 导数 为 


T4285 -8s+ho. T= 


.8s +h(diva)n. 8s -$0 V)u) .Hs = 


p(T + oOdiva - 00， vu) BS (4.1. 10) 
(131 流体 体积 分 的 随 体 导数 
对 于 任 一 标量 峭 数 gp 的 体积 分 的 随 体 导数 为 
二 民生 7 = | SPar + 人 5r = | (3 + pdive)sr (4.1.11) 


考虑 到 标量 函数 mw 的 随 体 导数 形式 , 式 中 被 积 隔 数 可 写 为 


SE + pdiv = Et Vp+pV n= + (Pa) 

应 用 奥 商定 理 , 标 量 函 数 p 的 体积 分 的 随 体 导 数 僵 成 为 

于 | az = | [Se +aivign)]sr = { SE8r + { pu.85 (4.1. 12) 

对 于 任 一 矢量 铺 数 a 的 体积 分 的 随 标 导数 为 
| sr = | 对 + adivu | Br (4.1.13) 
式 中 被 积 函 数 为 
SE + adive = + VatravV en 
利用 张 量 表示 ,容易 证 明 
| 


程 ， 一 一 之 
DE, ‘ 0O%, OX, 
将 上 式 代 入 (4.1,13) 式 中 右 端 的 被 积 孙 数 ,应 用 外 高 定理 , 即 得 和 失重 函数 a 的 体积 分 的 随 体 
导数 男 一 形式 
二 | asr = | (全 +9 * (wa) jar = 07 + | waa5 (4. 1, 14) 
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4.2 连续 性 方程 


4.2.1 质量 守恒 定律 
在 流体 中 ,由 一 定 流体 质点 组 成 体积 为 7 的 物质 体 , 若 流体 微 元 体积 gr 的 密度 为 p, 则 其 


证 量 为 
Mm = | pir [4.2.1)} 
根据 质量 守 便 定律 , 任 一 时 刻 流 体 的 质量 在 运动 过 程 中 不 生 不 灭 ,于 是 质量 守恒 定律 可 以 表示 
为 
“和 于 | ear -时 (4.2.2) 


我 们 从 质量 守重 定律 表达 式 (4.2.2) 出 发 ,推导 流体 的 连续 性 方程 。 
4.2.2 积分 形式 的 连续 性 方程 


(1} 积 分 形式 的 连续 性 方程 
质量 守恒 定律 (4. 2.2) 式 是 密度 画 数 p 的 体积 分 的 随 体 导数 ,根据 (4.1. 12) 式 可 以 写 为 
上 Par + | pr.Bs = 0 . (4. 2.3) 
上 式 是 积分 形式 的 连续 性 方程 。 
人 2} 控制 体 和 控制 面 


利用 积分 形式 的 方程 确定 流体 量 时 ,需要 考察 控制 
体积 内 流体 量 的 变化 。 所 谓 控 制 体积 ,是 由 流 场 空间 点 
组 成 的 有 限 体 积 7, 它 是 根据 流体 流动 问题 选 定 的 流 场 
空间 范围 ,其 体积 固定 在 空间 中 不 随时 间 改 变 。 控 制 体 
积 的 表面 8 称 为 控制 面 ,通常 取 控 制 面 的 外 法 线 的 方向 因 .1 挫 制 位 和 控制 国 
为 法 线 的 正方 向 ,m 为 外 法 线 的 单位 矢量 。 规 定 通过 控制 面 8 沿 外 法 线 流出 的 流体 量 为 正 值 ， 
或 油 外 法 线 相反 方向 流 进 控制 面 8 的 流体 量 为 负 值 ,如 图 4.1 所 示 。 

(3) 连续 性 方程 的 物理 意义 

积分 形式 的 连续 性 方程 的 物理 意义 ,可 以 利用 控制 体积 来 说 明 。 事 实 上 ,(4.2.3) 式 左 边 


第 一 项 的 负 值 - | 名 87, 是 由 于 密度 场 的 不 定常 性 ,引起 单位 时 间 内 体积 ? 内 流体 质量 减少 的 


数量 ;方程 左边 第 二 项 | pv,85, 表 示 通 过 控制 面 5 单位 时 间 内 流出 或 流 进 的 流体 总 和 , 正 号 表 


示 通 过 控制 面 5 沿 外 法 线 流出 的 流体 质量 ,根据 质量 守恒 定律 ,两 项 慌 数 和 为 零 ,于 是 得 到 积 
分 形式 的 连续 性 方程 。 


75 


流体 力学 


ia 


4.2.3 微分 形式 的 连续 性 方程 


[1 微分 形式 的 连续 性 方程 
假定 鹤 积 函数 连续 ,体积 7 是 任意 选取 的 ,由 (4. 1. 11) 式 推出 钙 积 函数 必须 等 于 零 , 于 是 
得 到 微分 形式 的 连续 性 方程 


. + pdiva = 0 (4. 2.4) 
及 
让 + div(pu) = 必 (4. 2.5) 
微分 形式 连续 性 方程 的 物理 意义 是 :为 了 满足 体积 > 内 质 
”” 量 守 便 , 方 程 中 相对 密度 变化 率 二 时 等 于 相对 体积 变化 率 
的 信 慎 -由 YE 。 
(2) 直角 坐标 形式 的 连续 性 方程 
在 直角 上 坐标 票 中 连续 性 方程 (4. 2.5) 式 采取 下 列 形式 
op ， a( pu.) ad( py, ) d{pu) 1 (4.2.6) 
a EE: ay dz 
(3) 定 常 运动 的 连续 性 方程 z 
对 于 定常 运动 的 流体 ,22 =0, 连 续 性 方程 (4.2.6) 式 变 成 
dpu) dlpu,) 5pu) 0 ee 
bs ay Ds 
上 式 表 明定 常 送 动 时 单位 体积 流 进 和 流出 的 质量 相等 。 
(4) 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 
流体 不 可 压 纳 时 ,=0 ,由 (4.2.7) 式 得 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 
Hu, Ou, Bu, 
tt (4.2.8) 
上 趟 表明 不 可 压 编 流体 的 速度 场 是 无 源 场 ,流体 微 团 的 密度 ,质量 在 和 随 体 运动 中 都 不 变 。 
【5)} 流 管 中 平均 运动 的 连续 性 方程 


在 流体 中 取 一 流 管 ( 图 4.2) , 设 其 中 两 个 可 截面 积 为 4 和 4: ,平均 速度 为 0 ,U, ,平均 密 
度 为 p, ,p;。 根 据 质 量 守 恒定 理 ,对 于 定常 流动 , 流 过 流 管 中 任 何 两 个 截面 的 流体 质量 相等 , 即 
i (4.2.9) 
或 
pUA4 = 常数 {4.2,10) 
式 (4.2. 10) 甫 明 在 低 巡 气 流 和 水 流 中 , 流 束 与 流 管 截 画 积 成 反比 ,截面 积 大 的 地 方 流 圳 小 , 截 
面积 小 的 地 方 流速 大 。 
两 个 应 用 公式 
由 质量 守恒 定理 , 徽 元 质量 im = par 的 时 间 导 数 为 直 , 色 
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| 由 
per) = dm = 站 


对 于 性 一 标 基 函数 ww 和 任 一 矢量 郴 数 ,可 以 推导 出 的 下 面 两 个 应 用 公式 


d _d _『 dy 本 dp 
下 | ear = 证 | ,Pom = | om + | pom = | oer (4.2, 11) 
和 
d d 
a sr = | ph (4.2. 12) 
4.3 运动 方程 


4.3,] 动量 定理 的 表达 式 


流体 的 动量 定理 可 以 表述 成 在 任 取 流 体 性 积 7+ 中 ,流体 动量 的 变化 率 等 于 作用 在 该 体积 
上 的 质量 方 和 面 力 之 和 。 动 量 定 理 的 表达 式 为 


于 | eur = | pFir + | p.8s 4,. 3.1) 


式 中 ,下 表示 作用 在 单位 质量 流体 上 的 质量 力 分 布 画 数 ;P。 表示 作用 在 流体 边界 单位 面积 上 
的 面 力 分 布 函 数 。 


4.3.2 积分 形式 的 动量 方程 
根据 (4. 1,.6) 臣 和 和 (4.1.14) 式 ,{.3.1) 式 中 流体 动量 体积 分 的 随 体 导数 为 
Sees -| ee por- 


(4. 3, 2) 
d(pu) pa | 
上 十 | emdivaar = | Rr + | punuss 
将 上 式 代 大 动量 定理 的 衷 达 式 (4.3.1) 式 ,得 到 下 面积 分 形式 的 动量 方程 
下 ee pr | pususs = | psr + | p.8s (4. 3.3) 


4.3.3 ”微分 形式 的 动量 方程 


(1) 运 动 方程 
运用 拉 格 朗 日 观点 ,利用 质量 守恒 定律 ,流体 动量 的 变化 率 为 
二 | pur = | gr 
应 用 奥 高 公式 有 
| p85 [a - PSS = | divPar 


式 中 P 是 应 力 张 量 。 于 是 ,动量 定理 的 表达 式 (4. 3.3) 变 为 
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Be pe hh uate rae ates a eeeg ee eed tee eee er 
(pe -pF -dvPjir =0 
假定 上 式 中 被 积 函数 连续 ,由 于 体积 r 是 任意 的 ,那么 被 积 函 数 恒 为 零 , 即 


p 平 = pF + divP (4.3.4) 


式 中 p 旦 是 单位 体积 上 的 惯性 力 ,pF 是 单位 体积 上 的 质量 力 ,divP 是 单位 体积 上 的 应 力 张 量 
的 散 度 。(4. 3.4) 式 是 微分 形式 的 动量 方程 ,通常 称 为 运动 方程 。 
运动 方程 (4. 3. 4) 式 用 张 量 表示 为 


du. ap., 
— = FF + 一 一 {44.3.5 
Po Pt a ) 


(2) 直 骨 坐标 形式 的 适 动 方程 

在 直角 坐标 系 中 ,运动 方程 (4.3.4) 式 的 形式 为 
pp 
(种 
p | 有 


(3) 兰 姆 - 墓 罗 米 柯 {Lamb-Tepomexko} 运动 方程 
在 速度 的 随 体 导数 中 ,利用 场 论 基本 运算 公式 可 以 将 变 世 加 速度 (YIJ)a 与 为 


(HR: VY)u = grad 本 + rotg x m 


于 是 速度 的 随 体 导 数 变 成 
+ V )w = + grad G+ ro XK 
特 上 式 代 人 运动 方程 (4. 3.4) 式 ,得 


p(s gradS + ro x u)= pF + divP (4.3.7) 
(4. 3.7) 式 称 为 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 运动 方程 。 在 兰 姆 -万 罗 米 柯 运动 方程 中 , 变 位 加 速度 分 成 了 位 
势 部 分 grad 和 涡 施 部 分 rotu xa, 这 对 于 解决 一 些 流体 流动 问题 是 方便 的 。 


4.3.4 动量 矩 定理 的 表达 式 
在 流体 体积 7 中 , 任 取 一 点 为 力矩 的 参考 点 ,r 为 注 体 质点 到 该 参考 氮 的 天 径 。 流 停 的 动 
量 矩 定理 可 以 麦 述 成 流体 动量 矩 的 变化 率 等 于 作用 在 该 体积 上 的 质量 力 和 面 力 对 同一 参考 点 
力气 之 和 。 于 是 ,动量 矩 定理 的 表达 式 为 
全 | xpuar = | "xpFir + | 7 x Pu8S 【中 3. 8) 
[1) 积 分 形式 的 动量 矩 定 理 


流体 动量 矩 体 积分 的 随 体 导 数 为 
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| Fr x pur = | ve | ar + [{r x pu ) Bs 
和 焰 上 式 民 入 动量 矩 定理 的 表达 式 (4. 3.8) 式 中 ,得 到 下 面积 分 形式 的 动量 矩 定理 
[lr x Se EL 4 cr x pu dd = | x pir+ | > x pS5 [4,3.9) 


2) 微分 形式 的 动量 和 矩 定理 
微分 形式 的 动量 罕 定 理 并 不 给 出 新 的 方程 ,只 给 出 应 力 张 量 对 称 的 已 却 结 论 。 事 和 实 上 , 利 
用 质量 守恒 定律 ,流体 动量 和 窍 的 变化 率 为 


pn x pidT = [pr x ur = Lr «pe)sr 
面 力 对 同一 参考 点 的 力 徐 用 张 量 表示 为 
|r “pbs = | srips8s = | sspumds = 

| oa sr = = | calp, | + ee) 三 

| apsar + | Cr x divP)8r 
于 是 ,动量 矩 定理 的 表达 式 (4.3.8) 可 以 写 为 

espuir = 中 x (p 旦 -pF - divPjjir 

靖 介 运动 方程 式 (4. 3.4) , 即 得 到 微分 形式 的 动 重 惩 定 理 


| spssr = 0 (4. 3. 10) 
上 式 没 有 更 字 的 舍 儿 ,只 是 给 出 了 应 力 张 量 对 称 这 个 已 知 结论 , 即 
Py ~ Pa (4. 3,1i) 
4.4 能 量 方 程 


自然 界 中 存在 的 各 种 形式 的 能 其 都 注 特 能量 守恒 定律 , 即 能 量 可 以 互相 转换, 但 是 能 量 丸 
不 能 消灭, 也 不 能 产生 ,流体 流动 系统 中 ,流体 的 能 量 主 要 表现 为 内 能 和 机 机 能 。 流 体 的 内 能 
是 指 流体 内 部 的 总 能 量 ,包括 流体 分 子 热 运 动 的 能 量 ,分 子 之 间 的 位 能 和 分 于 内 部 的 结合 能 。 
内 能 是 流体 的 属性 ,处 于 一 定 流动 状态 下 的 流体 , 它 的 内 能 也 是 一 定 的。 流体 的 粘性 会 引起 流 
动 系统 机 械 能 损耗 。 如 果 流 体 是 理想 (忽略 流体 粘性 ) .不 可 压缩 流体 (密度 不 发 生变 化 ) , 流 
动 系统 和 外 界 没 有 热 交 换 , 这 种 处 于 绝热 过 程 的 流体 流动 系统 中 机 械 能 守 便 ,只 有 流体 微 团 的 
位 能 , 静 压 能 和 动能 等 机 械 能 相互 转 护 。 


4.4.1 人 能量 守 恒定 律 


能 量 守恒 定律 表述 为 :流体 的 内 能 和 动能 在 体积 内 的 改变 率 ,等 于 单位 时 间 内 向 虱 积 传递 
的 热量 ,以 及 单位 时 间 内 质量 力 和 面 力 所 做 的 功 。 
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在 流 场 中 任 取 一 表面 为 $ 的 流体 体积 7,3 的 外 法 线 单位 矢量 为 n。 设 单位 质量 流体 的 内 
能 为 ,单位 质量 的 动能 为 5, 则 体积 内 内 能 和 动能 的 总 和 是 | of E+ 下 ]dr 。 能量 守恒 定 
律 可 以 写 为 

/ol p| E + 万 ]dr = [hads + | padr + | pF + udr + |p. ‘wds (4.4.1) 


其 中 ,单位 时 间 内 由 于 热传导 通过 表面 45 传人 体积 + 内 热量 为 35d5 ,其 中 为 热传导 系 
数 ,T 是 温度 , 旺 是 法 线 方向 的 温度 梯度 ;单位 时 间 内 由 于 辐射 或 其 他 原因 传 入 体积 7 内 的 
总 热量 为 | pgdr ,其 中 4 为 由 于 辐射 或 其 他 原因 传人 单位 质量 的 热量 分 布 函数 ;质量 力 下 和 
面 力 p. 所 做 的 功 分 别 为 | pF ， adr 和 | p。* uds 


4.4.2 积分 形式 的 能 量 方程 


根据 物质 体积 分 的 随 体 导数 表达 式 (4. 1, 12) 式 ,改写 (4 4 1) 式 中 单位 体积 内 能 和 动能 
体积 分 的 随 体 导数 ,(4.4. 1) 式 变 为 


| p|[ 到 + 5)]ar + | pu, {5 + ST)ds = 四 
[#5 2-d5 + | paar + J er udr + fz. + udsS (4. 4. 2) 
上 式 是 积分 形式 的 能 量 方程 。 
4.4.3 撤 分 形式 的 能 量 方程 


(1 微分 形式 的 能 量 方 程 


昌 r(e 区 = 订 e 的 es 
应 用 与 高 公式 ,将 (4.4. 1) 式 中 的 热传导 热量 | bds 和 面 力 做 功 | p。* adS 两 个 面积 分 分 别 
转换 为 体积 分 , 即 
全 二 上 1 - fa ‘kV TdS = | V+ (kVT)dr 


| p. "uds = [ (np) ‘Wd3 = [an : (P'u)ds = [v : (P. w)dr 
其 中 了 是 二 阶 应 力 对 称 张 量 。 将 上 面 三 个 表达 式 代入 (4.4.1) 式 ,得 
1o 亏 (E+ dr = = [ 9 (AT)dr + | padr + | pF ， udr+ | V i 
假定 上 式 中 所 有 体积 分 的 被 积 函 数 连 续 ,因为 体积 r 是 任意 的 ,由 上 式 得 到 下 面 的 微分 方程 ; 


dE di 四 
ph +Pi(7)= (KVT} +pe+pF w+ 了 Pa) (4.4.3) 
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上 式 是 微分 形式 的 能 量 方 程 。 能量 方 程 (4. 4. 3) 式 中 p 由 是 单位 体积 内 内 能 的 随 体 导数 


p 1(3 蕊 ] 是 单位 体积 内 动能 的 随 体 导 数 ， ;了 。(EVT) 是 单位 体积 内 由 于 热传导 传 入 的 热量 ;pg 


是 单位 体积 内 由 于 辐射 或 其 他 原因 传人 的 热量 ;p 正 ,aa 是 单位 体积 内 质量 力 所 局 的 功 ; 
Y: CP.:g) 是 单位 体积 内 面 力 所 司 的 功 。 


微分 形 起 的 能 量 方程 可 用 张 量 表示 为 
dE dil 中 aT (pau,) 
Pp +o (su.) = re } + pa PE dx, sens 
(2)} 直 角 坐 标 形式 的 能 量 方程 
微分 形式 的 能 量 方 程 在 直 前 坐标 系 中 的 形式 为 
P(r 二 2) [E+ 十 天， 十 证 ， ， 
dra 中， 
2 2 Bi pete) + : 
[44.4.5) 
(pou, + Patt, + Puls) + jr Prt + Porky 十 Ports) + 
(put, + Po， 十 patts) 
(3} 微 分 形式 的 能 晤 方程 的 另 一 种 形式 
微分 形式 的 能 量 方程 (4.4.3) 式 中 ,单位 体积 内 面 力 所 做 功 一 项 可 表示 为 
| 站 dv, 
div(P ru) =div(a : P) = (Po) = 避 ee pe = 
(4d. 4.6) 
bi, Be +p a + Pi = #* divP + P:S 
其 中 s, 是 对 称 张 量 ,a, 是 反对 称 张 且 ,pyas =0su : divP 是 面 力 改变 作 功 5P:5 是 流体 变形 后 面 


力 做 功 。 
将 (4. 4. 6) 却 代 人 人 (4.4 3) 坏 ,得 


pi +p EE) = div( grad7) +pg+pF :+Rv divP +P:5 (4.4.7) 
可 以 证 明 
p(T)= pF ,+ dirP (4.4. 8) 
事实 上 ,在 运动 微分 方程 两 边 点 乘 巡 度 矢 量 a 便 可 得 到 上 式 。 将 (4.4.8) 式 代 人 (447) 式 ,得 
po = div( keradT) + pq + P13 (4.4.9) 


上 式 表明 单位 体积 内 单位 时 间 内 能 的 增加 ,等 于 由 于 热传导 、 辐 射 或 其 他 原因 传人 的 热 重 二 流 
体 变形 后 面 力 做 功 的 总 和 。(!4.4.9) 式 的 张 量 表示 为 


s a B dT 
4. 4. 10 
pr = srk) + pa + pes ( ) 


(4.4.9) 式 在 直角 坐标 系 中 的 形式 为 
时 1 


CT se me Er 


有 0 0 


看 T+ es 
Dt ME dF ds 


中 日 0 站 了 do dT 
-一 | 下 一 | + OCI oo|+ 一 (大 一 | + 
本 | dy s(t Br 
Da 站 Lr 
Pr py Pe* Bs 
po[ + + ps We + pe + | (4.4.11) 
bs DF 有 ds ds 8 
4.5 本 构 方 种 


以 应 力 表 示 的 运动 方程 描述 了 运动 流体 的 加 速度 和 力 的 关系 ,没有 反映 流体 的 变形 与 受 
力 的 美 系 。 以 应 力 表 示 的 运动 方程 中 未 知 量 有 九 个 (三 个 速度 分 量 和 六 个 应 力 分 基 ) ,而 二 个 
运动 方程 加 上 一 个 连续 性 方程 只 有 四 个 ,因此 方程 是 不 封闭 的 。 为 了 使 方程 对 逆 ,需要 补充 方 
程 。 建 立 流体 的 应 力 与 变形 率 之 间 的 关系 ,可 以 补充 方程 使 方程 封闭 。 描 述 流 体 的 应 力 与 变 
形 速率 之 间 的 关系 的 方程 称 为 本 构 方 程 。 流 体 的 本 构 方 程 是 根据 所 谓 广义 牛顿 定律 礁 导 出 来 
的 。 


4.5.1 广义 牛顿 定律 的 基本 假定 


牛顿 粘性 定律 给 出 的 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 , 仅 适用 于 最 简单 的 坦 切 流动 。 对 于 复 休 流 
动 ,很 难 确定 应 力 张 量 和 变形 速度 张 量 之 闻 的 关系 。 为 了 寻求 应 力 张 重 和 变形 速度 张 量 之 间 
的 美 系 , 人 们 按照 几 个 基本 假定 提出 了 广义 牛顿 定律 。 这 些 假定 是 ; 

1 ) 运 动 流体 的 应 力 张 量 忆 在 流体 运动 停止 后 , 趋 于 静止 流体 的 应 力 张 量 : 

2) 流 体 中 一 点 的 应 力 基 该 点 瞩 时 变形 率 的 线性 钞 数 ; 

3) 流体 各 向 同性 , 即 流体 的 所 有 物性 在 各 个 分 向 上 都 相同 ; 

4) 不 可 压缩 流体 的 粘性 , 仅 用 动力 学 粘性 常数 jy 来 习 不 。 

假定 2) 和 假定 4) 中 ,包含 了 斯 托 克 斯 假设 。 

依据 假定 1) ,可 以 将 应 力 张 量 了 分 解 为 各 向 同性 和 各 问 异 性 部 分 , 即 


P=-pl+P' (4. 5,1) 
式 中 站 是 流体 的 平均 法 向 应 力 。 上 式 的 分 其 形式 为 
Pe Ps Ps -p 0 0 Te Te Ty 
ps Pr | | 0 -p 1 | 了 {4.5.2) 
pe Pr Pe 0 0 -pp Te TT, Tu 
{4. 5, 1) 式 的 张 量 表示 是 
ps, =- poy+ Ts (4. 5. 3) 


各 向 异性 应 力 张 量 r 称 为 偏 应 力 张 量 , 它 也 是 二 阶 对 称 张 量 。 当 运动 停止 时 , 偏 应 力 张 量 7 
和 址 于 零 , 这 时 的 应 力 张 量 己 趋 于 静止 流体 的 压力 函数 -pl。 


依据 假定 2) , 偏 应 力 张 基 r 与 局 部 速度 梯度 变形 率 ) 一 之 间 的 关系 为 


各 过 
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Ok, 
DT, 


式 中 c ,是 流体 的 粘性 常数 。(4. 5.4) 式 的 形式 由 牛顿 粘性 定律 推广 建立 起 来 的 。 7 和 一 都 


是 二 阶 张 量 ,根据 张 最 识别 定理 ,cjw 是 四 阶 张 量 ,因此 共有 3 =81 个 分 量 ,也 就 是 说 ,表征 流 
体 粘性 的 常数 共有 81 个 。 粘 性 流体 流动 时 ,速度 分 布 不 均匀 ,由 于 流体 的 粘性 产生 的 但 应 妨 ， 
总 是 力图 使 流 场 中 的 速度 分 布 回 到 均匀 状态 。 

依据 假定 3) ,流体 的 所 有 物性 ,诸如 密度 .粘性 .扩散 性 ,热传导 等 ,在 各 个 分 问 上 都 是 相 
同 的 ,不 依赖 于 坐标 系 的 转换 。 可 以 证 明 ,由 于 流体 各 向 同性 ,eu 的 数目 由 81 个 减少 为 2 个 。 


事实 上 ,二 阶 张 最 芒 :可 以 分 解 为 对 称 张 量 {变形 速度 张 量 } 和 反对 称 张 量 a,( 旋转 速度 张 
量 一 Bin) (4. 5. 4) 式 变 为 


人 (4. 5.4) 


Ty = Ci — Ci nt 【二 5.3) 
ER 
= AB Bu + M(Bb, + SB ) C4. 5.6) 


式 中 只 有 A 和 jg 两 个 独立 常数 ， ,的 下 要 和 了 是 对 称 的 ,下 标 上 和 【上 也 是 对 称 的 。 由 于 下 标 
和! 是 对 称 的 ,置换 符 屿 a 等 于 零 ,(4.5.5) 式 中 第 二 项 为 零 , 即 
Cusuatn = 0 
于 是 (4.5.5) 式 成 为 
Ty = Cimsa {4, 5.7) 
上 式 囊 明 偏 应 力 与 旋转 束 度 无 关 。 将 (4.5.6) 式 代入 [4.5.7) 式 ,得 
T, = AB Busu + A(B,B: + SB 25 

由 于 下 标 i 和 了 是 对 称 的 , 则 上 式 可 写 为 

Ty = Asuby + 2p3, (dd, 5, 8} 
特 (4.5.8) 式 代入 (4.5.3) 式 ,得 
Py = -卫士 页) 全 + aps, 


邦 忆 = 只 + 4 ,上 式 变 为 


p, = - p8， + 2 ss sdy) + sa (4.5.9) 


式 中 4 是 流体 的 动力 业 性 系数 ;y' 是 流体 的 丹 胀 粘性 系数 ,也 称 为 第 二 粘性 系数 ;s, 是 流体 过 
度 散 度 的 张 量 表 示 ,代表 流体 的 可 压缩 性 , 即 

du, Bu Qu, . 

Ff 三 一 一 + 一 + 一 = 出 va 

站 下 dy Es 

当下 标 i=j 时 ,8, =3, 于 是 (4.5.9) 式 为 
. pi =- 3p +hp(ss sh) + 3 sm 

即 


l a 
本 (Pu +p,, +p) =-p+r divg (4.5.10) 


当 流体 不 可 压缩 (divw =0) , 式 中 以 自动 不 出 现 。 斯 托 克 斯 假设 上 =0, 认 为 粘性 流体 的 压力 
号 3 


流体 力 符 


函数 就 是 平均 法 问 应 力 , 即 
= -pe + Py + po) (4, 5, 1 Y 


斯 托 克 斯 假设 是 斯 托 克 斯 于 1880 年 针对 一 般 气 体 运动 提出 的 。 大 量 实际 计算 证 明 烙 性 流体 
的 压力 函数 与 热力 学 压力 画 数 是 相等 的 ,从 而 说 明了 斯 托 克 斯 假设 的 合理 性 。 


4.5.2 广内 牛顿 公式 


在 斯 托 克 斯 假设 下 ,由 (4. 5.9)} 式 得 到 三 义 牛 额 公 却 : 


] 
pi 二 = po 十 2p| 3 ss { 二 3. 12) 


或 写 为 
P =-pl+2p(s - 了 idiva] (4. 5. 13) 
通过 广义 牛顿 公式 表示 的 应 力 与 阵 时 变形 率 的 关系 , 称 为 广义 牛顿 定律 。 
广义 牛顿 公式 的 分 量 形式 为 


dW。 
p.. =-P i 
王 ， 一 = fi i 
pn =-Pp+ 2 a 


9u， 之 
ps p+ 


{4.5. 14) 
_ au ou, 
Pe = Pr ~ (有 ¥ ae 
下 dr dx 
, dz By! 
不 可 压 编 流 体 的 广 六 牛顿 公式 为 
p, = — p8， + Zps, (4.5. 15) 
或 写 为 
pa-pl+ 2 [44.5.16) 


应 力 张 量 和 变形 速度 张 量 之 间 的 关系 洽 足 广义 牛顿 公式 的 流体 称 为 牛顿 流体 。 牛 顿 流体 
是 人 们 接触 最 多 的 一 类 流体 。 广 义 牛 顿 定律 是 人 们 长 期 总 结 流 体力 学 理论 ,观察 流体 力学 实 
验 后 提出 的 ,用 广义 牛顿 定律 描写 流体 的 本 构 方 程 (广义 牛顿 公式 ) 的 合理 性 和 实用 性 得 到 了 
流体 力学 实 贼 的 广泛 证 明 。 


4.6 流体 力学 基本 方程 组 


连续 性 方程 .运动 方程 .能 站 方程 和 本 构 方 程 ,加 上 状态 方程 .内 能 和 燃 的 表达 式 ,组 成 流 
体力 学 基本 方程 组 。 
如 站 
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4.6.1 微分 形式 的 基本 方程 组 


(1) 应 力 形式 的 基本 方程 组 
流体 力学 微分 形式 的 基本 方程 组 由 下 面 的 方程 组 成 
+div(pu) =0 (连续 性 方程 ) 
Pp 学 =pF + divP (运动 方程 ) 
p=P:S+div(kgradT) +pq (能 量 方程 ) I 


P= -pl +2p| 中 -了 idive] + 上 TiY8 【本 构 方 程 ) 


p=f(ip,T) (状态 方程 ) 
对 于 完全 气 位 ,状态 方程 为 p =pRT。 应 力 形 式 的 基本 微分 方程 组 (4.6.1) 式 由 12 个 方程 组 成 
的 封闭 方程 组 ,给 定 征 性 系数 ,py' ,热传导 系数 上 ,温度 了 的 梯度 和 内 能 上 的 表达 式 , 便 可 以 确 
定 速 度 矢量 gu ,压力 p ,密度 p, 源 度 了 和 6 个 应 力 分 量 p,, ,Pp ,Pp,,P,, ,P,P 等 12 个 来 知 数 。 


(2) 张 最 形式 的 基本 方程 组 
微分 形式 基本 方程 组 (2. 7.1) 式 的 张 量 形式 为 
dp , dlpu) 
at Bx 
da, _ apy 
Pi ph, x, 
dE C4.6.2) 
Pr ™ Pu + 人 2 +pd 


ps =- por+ 2p | s, ua tp 3 


p= fip,7) 
(31 应 变形 式 的 基本 方程 组 
徽 分 形式 的 基本 方程 组 中 ,本 构 方 程 给 出 了 应 力 张 量 和 变形 速度 张 量 5 之 间 的 关系 。 
可 以 利用 本 村 方程 将 运动 方程 和 能 量 方 程 中 的 应 力 张 量 P 消去 , 代 之 以 变形 速度 张 量 5 的 表 
达 形 式 。 


运动 方程 中 ,应 力 张 重 的 散 度 YP 为 
eT 
~ +s [2 Bom)] + Bem) = (4.6.3) 
- 到 ~- EA + 2) + jh) 
于 大 ,运动 方程 可 以 写 为 矢量 形式 


pe = pF - gradp — Tgrad (pdivu) + div(2u5) + grad( pdive) (4. 6.41 
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当 jz = 常数 时 ,{4.6,3) 式 中 
雹 [| 
| a, du }- Ea | _ 
(Bx dx dx, bx, dx 3 dx 
| Bu 1 Pu ke a a 
dr, 3 Brodx drax 3 dx, 


将 上 式 代 Ai4.6.3) 式 , 且 J =0 时 ,(4.6.3) 式 挛 成 
| ai 1 | 
上 


Bx0x 3 dx 
当 w = 常数 旦 上 "=0 时 ,将 上 承 代 人 运动 方程 ,运动 方程 (4. 6.4) 式 变 为 


二 + 
Ox, 


pO = pF - gradp + un + 了 grad( divag) (4.6.5) 
能 量 方程 中 ,应 力 张 量 做 功 为 
{4.6.6) 


-ps + pl sos, — 也 坟 ] + psi 
其 中 , -paw = -pdivu 是 体积 相对 脱 胀 或 插 缩 时 压力 所 做 的 功 ; 
2 sim -要 吕 | =2p5:5 -pt divu)? 是 粘性 应 力 张 量 做 功 ; 
iu = 出 wa) 是 体积 脱 胀 时 烙 性 (流体 内 磨擦 ) 损 耗 的 机 械 能 。 
(4. 6. 6) 式 中 粘性 应 力 张 量 做 功 ,可 以 用 耗 散 函 数 由 来 表示 , 即 


ya 1 | 1 
中 = “no 一 rv) 2p e + 局: 4 8 4+ 本 全 + pp + 3 人 8)- 
Fue + a: + El + Zale + 2eses + 2g6) = 


J 
Pr 本 (2ei + De + Ley + Dae, + EB + 2EE1) = 


(机 + 全 抽 ) + nl (s, -B81) + (sy -53) + (ey -se)s)] (4. 6. 7) 


耗 散 函数 再 表示 因为 流体 剪 切 变 形 粘性 损耗 的 机 械 能 ,这 部 分 机 械 能 全 部 转化 为 热能 ,是 一 


个 不 可 逆 过 程 。 显 然 ,流体 没有 变形 作出 体 运 动 e, =ss = es = 入 = 出 = 色 =0) 或 流体 作 各 向 
则 性 腾 胀 或 压缩 时 (8, = ea = 3, = 册 = 加 =0) , 耗 散 函数 币 =0, 流 迟 流 动 系统 没有 机 械 能 损 


耗 。 将 耗 散 画 数 瑟 代 和 人 (4.6.6) 式 ,应 力 张 量 散 功 可 表示 为 


P:S = -pdivw + $ + p(tdive)’ (4.6. 8) 
在 斯 托 克 斯 假设 下 tp' =0), 上 式 变 为 
P:s = -pdivw + [4.8.9) 
将 (4.6.9) 式 代 人 方程 组 (4.6.1)》 式 中 的 能 量 方程 ,得 
(4.6.10) 


po + pdivg = B+ div( kpradT) + pq 


$0 
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由 方程 组 (4.6.1) 式 中 的 连续 性 方程 得 
加 = -于 时 = pp 二 (二 一 
能 量 方程 14. 5. 10) 式 堪 端 为 


pT + pdivu p( + =p on + 二 (二 


Ma ?a d di 
根据 热力 学 关系 式 
Tds = dE + pdV = dE + pd{ 二) 
p 
有 
p 和 + 打出 1 下 = p7 平 
于 是 ,能 量 方程 44.6. 10) 式 可 写成 
pT 宇 = D+ divl(kgradT) + py (4.6.11) 


上 式 表 明 , 流 体 藤 切 变 形 粘 性 撮 耗 的 机 械 能 ,以 及 由 于 热传导 , 热 辐 射 或 其 他 原因 传 .入 流体 的 
热量 ,使 流体 内 的 炳 增加 。- 

当 p' =0 ,根据 运动 方程 (4.6.4) 式 或 (4. 6 5) 式 ,及 能 量 方程 (44. 6. 11 到 ,应 力 形 取 的 基 
本 微分 方程 组 (4.6. 1) 式 可 写 收 写 为 下 面 应 变形 式 的 基本 微分 方程 组 


dp pe _ ni 
3 + div{ DR ) 0 ) 
a 2 
pi = PE - gradp + 2div(pS) — Brad(udive) 
du 加 四 . " 
或 PP 二 = PE gradp + Au 十 3 Brad( diva) Cp = 常数 ) 1 4.6. 12) 
ds 


pT = +divikgradT) + pa 


P =-pl+2p(s - ldivu 


P = fp,1) 
上 式 是 用 应 变 张 量 5 表示 的 基本 油分 方程 组 , 它 是 由 12 个 方程 组 成 的 封闭 方程 组 。 利 用 连续 
性 方程 .运动 方程 .能 有 量 方 程 和 状态 方程 ,可 以 确定 回 度 矢量 ww, 压力 p, 守 度 p, 温 度 了 等 6 个 
未 知 量 。 而 p,, ,Pp,, ,P,P :PwrDs 六 个 应 力 分量 是 速度 矢量 & 和 压力 p 的 晴 数 ,由 应 力 张 量 忆 
可 以 求 得 。 当 j= 常数 且 j' =0 时 ,基本 微分 方程 组 (4.6.12) 中 的 运动 方程 代 之 以 (4. 6.5) 的 
式 。 式 中 耗 散 函数 更 由 (4.6.7) 式 确定 ;应 力 张 量 为 


2 di. LL ) ( 宇 | p( = du + 
一 十 站 | 工 i | 
p | i pM 0 
由 二 Dn | du 
Pr 
HM dy 二 上 L 3 了 fs Fm + Fe 
Du, 2 p{ 到 du, [二 Ls ] 
a Uz dx dy ds p 十 2 FP 3 TY 区 
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141 粘性 不 可 压缩 均 质 流体 的 基本 微分 方程 组 
= 常数 (牛顿 流体 ) ,粘性 不 可 压缩 均 质 流体 (p= 常数 ) 的 基本 微分 方程 组 为 


divg = 0 
pe pF — gradp 十 仿生 下) 
i 【4.6. 131》 
A = 员 + dir(kgradT) + pg 
P=-pl+2u3 
5) 理想 流体 的 茵 本 微分 方程 组 
设 完 全 气体 是 理想 绝热 的 ,这 类 理想 可 压缩 流体 的 基本 微分 方程 组 为 
SP | diva = 0 
At 
p 竺 = pF ~ pradp (4.6, 14) 
dlp 
于] 
对 于 理想 不 可 压缩 均 质 流体 ,基本 微分 方程 组 为 
时 + diva = 站 
at 
{4.6.15) 
pi = Pr- gradp 
(5) 更 力学 平衡 微分 方程 
如 果 基 本 微分 方程 组 (4.6.15) 中 运动 方程 的 惯性 力 为 零 , 流 体外 于 平 交 状态 , 便 得 到 竟 
力学 平衡 微分 方程 , 即 
”及 加 
ok. Br 0 
We ‘49.6. 16) 
-pp 
pe iF 
(71)1 基本 秃 分 方程 组 在 直角 坐标 系 中 的 形式 
度 力 形式 的 基本 微分 方程 组 (14.6.1) 式 在 直角 坐标 系 中 的 形式 为 
连续 性 方程 . ap ,pus) alLpas) Apu) _ : 
连续 性 方程 : ee 0 = 人 0 {4.6. 17a) 
di 站 ap. ap. 
一 = = Pp Tn Ty | Te 
Fd Ah 3x dx 7 ay ”i 
Le = 和， du, 2 dp op,, dp,, dp,, . | 
运动 方程 ， p -下 =pP - Tr (4.6.17b) 
di Bip 部 。 部 ， 避 。 
pe 于 用。 一 a 
- 程 ， dS _ sor, 0, 7 3/, oT \ 
能 量 方程 : pT 二 = 邓 + (ss + 攻 rl (ke)+pg (4. 6. 17e) 
本 构 方 程 (应 力 与 应 变 的 英 系 式 )， 


8 


第 4 章 ”流体 力学 基本 方程 组 


du | Ou 起 
， 三 一 用 + 2 - 
本 2 3 (+ + 二 | 
du ] /Bu i du 
Pn» =3-P+2adn— -I ,| 
加 及 入 3 Wy” 


a ou 1 /iu au， ,0 
Pa pp + 2p| Bs 了 |( 中 一 一 一 | 
避 57 (4,6.17d) 
p = | ou, a 
击 市 A ay | 
_ [ou du, 
p | 二 | 
四 Ds x 
状态 方程 (完全 气体 )， 
p= PR (4.6. 17e) 
其 中 耗 散 函数 为 
2 jn du du Bu, EE du 
地 三 = 一 dd (之 二 [到 一 
Ea 训 + + + 2p| | 2) + (地 A 
lieu dey li du: 1idu bu 
一 | 一 二 一 | 中 一 | 一 了 -| 十 一 | 一 了 四 
2 人 + + | 2 + ee) ] 


[8] 基本 微分 方程 组 在 正 交 坐标 系 中 的 形式 
应 力 形式 的 基本 微分 方程 组 (4. 6. 1) 式 在 正 交 坐 标 系 中 的 形式 为 
_ 三 1 [apHHu) dpHHu,) dlpHH,u,) 
连续 性 方程 : 守 + FH i | =0 (4.6.18a) 


运动 方程 : 


一 一 -一 =- -- 
ee— [IN | 


十 
di HH, bq» HH, dy HH, 9, #4,H, O91 


p( du, wu dH, i a ua aH, u: | 


pF (HH,p) + : Bq (Hipn) + 5-(H, Hpy) + 
3 


+ 和 H |[ 
Pl 9 pa oF, Pa ey pn aH, 


HH, Bag HH, Bg HH, og HH, dg, 
n| 于 We dH Mt aH, To Th a +) = 
di HH, HH, ag, HH, es HH, dol 


ph, + pi FH 3- Hps) + (8 ,五 ,py ) + /Hpn) + [4.6. 18b) 


dH, Pa i py 二 Pu eH 
HH, ag FH, HEH, aq, HH, aq, 
Es wu OE mm 0H uy aH, LL |] - 
HH a9 HHH, 9 hn H; 9 


和 (此 Hp ) es (AH Hpa) + 


1 [38 
下 ，+ 一 一 -一 一 | -二 (末末 
PE La i 


Pa a Pa a Pi .Pn oH, 


一 一 一 一 一 


HH; 0 HH, ty HH 4 Er HH, O93 
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能 量 方程 ， 
Fr 出 - 昌 一 7 ， 
di oq HH Dg, 
py 
-9 ae 和 37 
Bu! H, dg 993 Hy dq! 
本 枸 方程 (应 力 与 应 变 的 关系 式 ): 
i du, , aff Us a | 
= 一 玉 十 30 一 一 ”二 st 一 一 一 一 机 iv 
?+p Hy og HH, dq: HH, dq 3 
1 ou, us dH, u dH, 1 .. 
pa =-Pp+ih|o—— + 一 一 十 一 一 一 一 由 7 本 
和 [元 89, HH, 89， HH,g, 3 
1 us Ui aH, Ha OH, | .。， 
+2p[ 汪 一 一 下 — - diva 
oh | Hi, Bg HH, dg H,H, dq; 3 
(2 du 1 du, "i UW, | 
Pi 三 中 | 一- 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
五; 有 9 HH, dg HH, dba: HH, dg) 
pa = 让 于 + 下 | 
Haqy Hy9g HH, dq HH, qi;! 
[el La dH a 
1 es P| 一 一 
Hag Hagq HH 的 HH 9 
状态 方程 (完全 气体 ): 


p= Ap,T) 


(4.6. 18e) 


(4. 6. 18d)} 


{4.6. 18e) 


将 柱 坐 标 和 球 坐 标 及 其 拉 梅 系数 分 别 代 人 正 交 坐标 系 中 的 基本 微分 方程 得 的 (4.6. 18a) 
-(4.6.18e) 式 ,可 以 列 写 出 基本 微分 方程 组 在 柱 坐 标 系 中 的 形式 和 球 坐 标 系 中 的 形式 。 


4.6.2 积分 形式 的 基本 方程 给 


当 研究 流体 总 体 性 质 时 ,常常 利用 积分 形式 的 基本 方程 组 求解 流体 力学 问题 。 积 分 形式 


的 基本 方程 组 形式 为 z 
上 -Bdr + | po.ds = 活 


j dr 村 | orads = | pFdr . 人 mas 


| 二 [ef + TT)]ar + | pu.(E + CC)as _ 


| pr: udr + | p. | + | kds + | padr 


用 Cpu) |ar 和 | x pu Mi)bs = | “x pFor + | X pp Bs 


P = -pl+2p|S -二 diva] 


3 
p = fp,T) 
90 


(4.6,19) 


囊 4 音 流体 力学 基本 方程 组 


4.6.3 杆 始 象 件 和 边界 条 件 


流体 力学 基本 方程 组 描述 了 流体 流动 系统 的 运动 。 但 是 ,要 根据 基本 方程 组 确定 每 一 个 
具体 流动 系统 中 流体 的 运动 形态 ,还 必须 给 定 流体 运动 的 初始 条 件 和 边界 条 忻 。 只 有 在 给 定 
流体 运动 初始 条 件 和 边界 条 件 的 情况 下 ,基本 方程 组 通 解 中 包含 的 任意 常数 才能 求 出 ,从 而 获 
得 基本 方程 组 惟一 确定 的 解 。 

11) 初始 条 件 

流体 在 初始 时 刻 (1=4,) 满 星 的 流动 状态 是 流体 运动 的 初始 条 件 , 即 

当 t=t 时 

Hr) = wor) prt) = po(r) ,ptrt) = potr) ,Trt) = T(r) (4.6, 20) 
式 中 (FP) potryypotrlyyotri 分 别 是 度 性 在 初始 时 刻 的 速度 .压力 .密度 和 温度 ,它们 都 是 
给 定 的 已 郑 隔 数 。 

(2) 边 界 条 忻 

满足 流动 边界 要 求 的 流动 状态 是 流体 运动 的 边界 各 件 。 由 于 流动 边界 是 多 种 铸 样 的 ,所 
以 流体 流动 的 边界 条 件 也 是 才 种 名 样 的 。 这 里 仅 举 出 解决 流体 流动 问题 时 常常 吉 到 的 3 种 边 
界 条 件 , 即 无 穷 远 处 边界 条 件 .固体 壁面 边界 条 忻 和 自由 面 边 界 条 忻 。 

无 穷 远 处 边界 从 件 可 以 写 为 

当 r 一 台 时 ， 

下 = MD = Pp = po = 。 (4.6.21) 
其 中 WH。 ,Ps ,ps。 ,了 。 分 别 是 流体 在 无 穷 远 处 的 速度 压力、 害 度 和 温度 ,它们 都 是 给 定 的 已 知 疗 
数 。 所 俏 无 穷 远 人 ,是 指 流 体 流动 边界 忠 离 关注 的 流 场 位置 的 和 拓 径 r 趋 于 无穷 大 {rr 一 w )。 实 
际 上 ,对 于 远 距 流 迟 对 象 的 流动 边界 , 接 无 穷 远 处 边界 条 件 来 处 理 , 都 能 驶 满足 钱 决 问题 的 需 
要 ,例如 ,研究 高 层 建筑 流体 致 振 疝 题 时 ,高 怀 建 筑 的 大 气 绕 流 是 远 处 来 流 , 应 该 满足 无 穷 远 
处 边界 条 件 (4.6.21) 式 。 

流 笨 与 天 体 如 而 接触 时 的 流动 状态 ， 是 流 位 应 满足 的 固体 壁面 边界 条 件 。 如 果 用 下 标 4 
忆 表 固体 壁面 , 那 必 周 体 壁面 边界 条 件 可 以 写 为 ;: 


uy=u ,T=7. ‘(= (#7) (4. 6.22) 


其 中 心 ， 大 全 二 分别 是 固体 壁面 的 速度 ,温度 和 通过 固体 壁面 的 热流 量 。 当 固体 壁面 处 


于 静止 状态 时 ,#, =0, 固 体 暑 面 边 界 条 件 变 为 ; 


zs =0,7= 7 ,人 过 = (= (4. 6. 23 
Dn dn 


其 中 # = wu。 =0 称 汶 流体 无 背 称 条件 和 精 附 条 件 , 这 是 车 性 流体 宕 观 运动 时 的 重要 性 质 。 如 
果 流 体 是 理想 流体 , 辕 体 辟 面 边界 兼 性 为 
N=H, (4.6.24) 
气体 的 密度 和 精 性 远 小 于 液体 的 密度 和 粘性 。 如 果 气 体 的 惯性 力 和 粘性 力 引起 的 上 压力 和 
应力 变化 ,与 祝 司 的 相 比 可 以 怨 略 不 计 , 这 种 情况 下 蔗 体 与 气体 的 变 接 面 是 液体 的 自由 面 。 
忽略 表面 张力 后 ,如 果 太 气压 力 是 py, 则 与 大气 接触 的 理 扔 流体 的 自由 面 边 界 条 件 为 
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p=Poo 


4. 1 在 定常 流动 中 ,一 段 由 流体 质点 组 成 的 机 元 流 管 两 端 横 截面 面积 分 别 为 gr, 和 io。 
设 w 是 定义 在 流 管 中 的 标量 函数 , 求 它 在 该 流 管 元 上 的 体积 分 的 随 体 导 数 。 

4.2 在 非 定 常 流动 中 ,一 段 由 流体 质点 组 成 的 被 元 流 管 两 端 模 截 面 面 积分 别 为 Bg, 和 
50,。 设 a 是 定义 在 流 管 中 的 矢量 函数 , 求 它 在 该 段 流 管 元 上 的 体积 分 的 随 体 导数 。 


4.3 ”试用 拉 格 朗 昌 观点 推导 拉 格 朗 日 变数 下 的 连续 性 方程 。 


4.4 ”试用 欧 拉 观点 求 出 流体 流动 时 连续 性 方程 在 下 述 坐 标 系 中 的 一 般 表达 式 ; 


(1) 柱 坐标 系 中 的 连续 性 方程 ; 
(2) 球 坐标 系 中 的 连续 性 方程 。 


4.5 在 流 场 中 取 一 段 由 流体 质点 组 成 的 流 管 , 流 管 不 同 横 截 面 的 面积 分 草 为 3 和 5,, 和 位 
于 5, 和 5, 之 间 的 流 管 侧面 为 8。 设 由 5,,5, 和 5 所 包围 的 流体 体积 为 V。 对 体积 Vv 运用 质量 


(1) 一 般 流 体 流动 的 质量 守 全 定律 的 数学 表 这 式 ; 
(2) 可 压缩 流体 定常 流动 的 质量 守 便 定律 的 数学 表达 式 ; 
(3) 不 可 压缩 流体 流动 的 质量 守恒 定律 的 数学 表达 式 。 


4.6 不 可 压缩 流体 流动 在 z 方 向 的 速度 分 基 为 零 ,* 方向 的 速度 分 量 为 


u, = Ox + by 


其 中 心 与 问 为 常数 。 当 y =0,a =0 时 , 求 7y 方 向 的 速度 分 量 。 


4.7 流体 作 二 维 ,定常 不 可 压缩 流动 时 ,x 方向 的 速度 分 量 为 


有 = 名 woahy + 1 


当 y=0,a, =0 时 , 求 y 方 向 的 速度 分 量 。 
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4.8 ” 试 判 断 下 述 的 流体 运动 是 否 是 不 可 压缩 流体 流动 : 
(1)u, =x, =7 ,0, = 44 
(2)u, = Yt, = Xr ,ut, = ts 


(3)u, =2x° 十， = 了 +z,u, = -rt 


人 as ts 
(x +Y ) Lx ty x + 


4.9 ” 试 证 在 不 可 压 弟 流 迟 流动 中 , 流 管 具有 下 列 性 质 

(1) 各 截面 上 流量 相同 ; 

(2) 流 管 不 会 在 流体 中 产生 和 消失 ， 

4. 10 ”运用 近 格 朗 日 观点 推导 理想 流体 的 拉 格 朗 日 型 的 运动 方程 。 
4.11 运用 欧 拉 观 点 采用 体积 元 方法 推导 下 述 坐 标 系 中 的 运动 方程 
【1) 直 和 角 坐标 表示 的 运动 方程 ; 
(2) 柱 坐标 表示 的 运动 方程 ; 
{3) 球 坐标 表示 的 运动 方程 。 
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4.12 设 流 管 截面 积 为 4, 描述 流体 流动 的 物理 量 在 截面 4 上 是 均匀 的 。 如 果 流 管 不 随 
时 间 变 化 , 试 证 明 连 续 方 程 具有 下 面 的 形式 


中 和 a 
Be) + a pda) = 必 


式 中 4 是 速度 ,s 是 流动 方向 的 弧 长 。 
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如 果 不 需 要 了 解 流 场 的 详细 结构 和 流体 流动 过 程 中 的 细节 ,就 可 以 应 用 质量 、 能 量 和 动量 
守恒 原理 ,利用 控制 体 和 控制 面 方法 ,对 流体 对 象 进行 总 体 衡 算 后 考察 流体 流动 参数 的 变化 规 
律 。 如 果 要 求 了 解 流体 流动 参数 在 流 场 中 的 分 布 规律 ,还 必须 取 流 体 微 元 体 进行 微分 衡 算 。 

在 介绍 流体 流动 守恒 原理 及 其 应 用 时 ,为 了 便于 得 到 流动 过 程 中 建 度 和 压力 等 流 蛋 量 之 
间 的 美 系 , 通 常 都 要 对 工程 实际 中 复杂 的 流动 问题 作 必要 的 ,合理 的 简化 。 应 用 守信 原理 对 波 
体 进行 总 体 衡 算 时 ,依据 的 数学 方程 是 有 限 形式 的 积分 方程 。 如 果 和 忽略 与 流动 方向 垂直 的 截 
面 上 流动 参数 的 变化 ,相应 流体 量 的 积分 运算 因 采 用 平均 值 而 得 到 简化 ;如 果 忽 略 流 体 的 牺 性 
和 不 可 压缩 性 ,方程 中 被 积分 函数 形式 的 结构 也 得 以 简化 。 

利用 控制 体 和 控制 面 方法 ,应 用 守恒 原理 对 流体 对 象 进行 总 体 衡 算 方法 ,可 以 方便 快捷 地 
得 到 流体 流动 汰 数 的 变化 规律 ,因此 在 流体 虐 程 中 得 到 ) 证 运用 。 


5.1 流体 流动 守恒 原理 的 一 般 描述 


5.1.1 控制 体 和 控制 面 方法 


(1 控制 体 和 控制 面 

在 流体 流动 系统 中 应 用 守恒 原理 ,通常 采用 欧 拉 观 点 在 流 场 中 选择 固定 空间 作为 研究 对 
象 ,这 个 固定 空间 称 为 控制 体 , 控 制 位 的 封闭 表面 称 为 控制 向 。 

根据 实际 问题 的 需要 ,控制 体 的 形状 和 大 小 可 以 任意 选取 ,但 是 一 经 选 定 ,控制 体 的 形状 
和 位 置 便 固 定 下 来 不 随时 间 变 化 。 占 据 控 制 体 的 流体 质点 是 随时 间 变 化 的 , 即 不 同时 刻 握 据 
控制 体 的 流体 质点 可 能 和 不同。 流体 质点 可 以 通过 控制 面 ,自由 进出 控制 体 。 

在 流 场 中 选择 好 固定 室 间 后 ,利用 控制 体 和 控制 面 方 法 进行 图 示 时 ,一 般 用 虚线 国 出 控制 
体 的 边界 ,于 是 所 作 的 虚线 便民 表 控 制 面 。 作 用 在 控制 体 上 的 彻 体力 , 容 延 控制 面 作用 在 控制 
体内 每 个 流体 质点 上 ;必用 在 控制 体 上 的 表面 力 , 不 能 穿 透 控 制 面 而 直接 作用 在 控制 面 上 ， 
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【21) 守恒 原理 的 一 般 囊 述 

选 定 控制 体 和 控制 面 后 ,质量 守恒 原理 .能 量 守恒 原理 和 动量 守恒 原理 可 以 统一 表述 为 : 

控制 体 中 特征 量 (质量 .能量 和 动量 ) 的 变化 率 ,等 于 该 特征 重 通 过 控制 面 输入 控制 体 的 
速率 与 输出 控制 体 的 速率 之 差 。 

守恒 原理 的 一 般 表述 写成 文字 表达 形式 为 

(特征 量 的 变化 率 ) = (特征 量 的 输 人 速率) - (特征 量 的 输出 速率 ) 

利用 控制 体 和 控制 面 方法 ,依据 质量 守恒 原理 .能量 守恒 原理 和 动量 守恒 原理 给 出 的 数学 

表达 式 , 都 可 以 仿照 上 面 文 字 表 达 的 形式 书写 。 


5.1.2 质量 守恒 原理 


(1) 质 量 守恒 原理 
在 流体 中 取 由 一 定 的 流体 质点 组 成 的 物质 体 ,其 体积 为 r。 由 4. 2 节 可 知 , 任 一 时 刻 质量 
守恒 原理 可 表示 为 


dm 可 
|) par = 心 (5.1.1) 
积分 形式 的 连续 方程 为 
op a 
| J + | ps5 = 0 (5.1.2) 


(2 一 锥 流动 的 连续 性 方程 

下 面 利用 控制 体 和 控制 面 方 法 ,讨论 一 维 流 动 的 连 综 
性 方程 。 在 流 场 中 选取 一 段 有 限 长 流 管 ,流体 在 流 管 中 作 
一 维 定常 流 动 ,如 图 5.1 所 示 。 流 管 轴线 为 *, 流 体 沿 * 轴 
向 下 游 流 动 ,截面 1 -1 处 的 面积 为 4, ,流体 密度 为 p,; 截 图 5.1 流 管 中 的 一 维 流动 
面 2-2 处 的 面积 为 4, ,流体 密度 为 p,。 选 取 该 段 流 管 的 管 疏 和 截面 1 - 1. 截面 2 -2 为 控制 体 
的 表面 。 

设 流体 流 进 截面 1 -1 的 平均 流速 为 已 ,流出 截面 2 -2 的 平均 流速 为 己 :。 根 据 质量 守恒 
原理 ,单位 时 间 内 输入 和 输出 控制 体 的 质量 之 其, 等 于 单位 时 间 内 该 控制 体内 所 会 物质 的 增 
量 , 即 


a| pir 
piUA, - pitsA, = 二 (3. 1.3， 


式 中 VY 是 控制 体 的 体积 。 上 式 是 一 锥 流动 的 连续 性 方程 。 
5.1.3 ”能量 守恒 原理 


在 流体 流动 系统 中 ,流体 的 能 量 主要 表现 为 机 械 能 和 内 能 。 内 能 是 流体 内 部 的 总 能 基 , 包 
括 分 于 热 运 动 的 能 量 .分 子 之 间 的 位 能 和 分 子 内 的 结合 能 。 内 能 是 流体 的 属性 ,在 一 定 状 态 下 
内 能 是 一 定 的 。 
能 量 守 恒 原 理 表述 为 :流体 的 内 能 和 动能 在 控制 体积 内 的 改变 率 ,等 于 单位 时 间 内 向 控制 
体积 传递 的 热量 ,以 及 单位 时 间 内 质量 力 和 面 力 所 做 的 功 。 
在 流 场 中 任 取 一 表面 为 3 的 流体 体积 VY,5 的 外 法 线 单位 矢量 为 n。 设 单位 质量 流体 的 内 
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能 为 已 ,单位 质量 的 动能 为 /2, 则 体积 V 内 内 能 和 动能 的 总 和 是 | p( | [2)dy 能 量 守 
恒定 律 可 以 写 为 ; 


/P(E + 7)ar [s+ [pdr + (5. 1.4) 


| pF : Wd + |p. " HdS 

其 中 ,单位 时 间 内 由 于 热传导 通过 表面 dS 传人 体积 r 内 的 热量 为 | k 守 dS ,为 热传导 系数 ， 

T 是 温度 ,37/9n 是 法 线 # 方 向 的 温度 梯度 ;单位 时 间 内 由 于 辐射 或 其 他 原因 传人 体积 7 内 的 

总 热量 为 | pgdr ,9 为 由 于 辐射 或 其 他 原因 传人 单位 质量 的 热量 分 布 函数 ; 质量 力 下 和 面 力 
P。 所 做 的 功 分 别 为 fpr .ad 和 | p. .adS 。 

积分 形式 的 人 能量 方程 为 
3[ 1， 书 人 
| lel + 3]ar + J prsls + 3)as 


fs ds + {padr + | pF * Udr + [ p, * uds 


中 


(5.1.5) 


二 下 体 粘性 ,流体 的 密度 不 变 ,那么 这 种 流体 系统 是 理想 ,不 
可 压缩 的 等 精 流 动 系统 ,其 内 能 保持 不 变 。 对 这 种 系统 
的 能 量 衡 算 , 只 需要 进行 机 械 能 衡 算 。 如 图 5. 2 所 示 ， 
没有 外 功 加 入 的 系统 ,其 流体 机 械 能 有 位 能 、 静 压 能 和 
动能 。 表 述 这 一 机 械 能 衡 算 关系 的 能 量 方程 是 伯 努 利 
方程, 邵 


pi U i | 
ws 0 gE + EF + 3 区 于 + D 


宁 (5.1.6) 
图 5.2 流动 系统 的 机 械 能 街 算 5 1.4 动量 守恒 大 再 

{1)] 动 重 守恒 原理 的 一 般 衷 述 

流体 动量 随时 间 的 变化 率 ,等 于 作用 在 流体 上 所 有 外 力 的 矢量 和 。 利 用 控制 体 和 控制 面 
方法 ,动量 守恒 原理 的 一 般 表述 写成 文字 表达 形式 为 

(作用 于 控制 体 的 外 力 全 力 ) =( 单 位 时 间 内 控制 体 中 流体 动量 的 增 量 ) + (单位 时 间 内 从 
控制 体 输出 的 流体 动量 ) - {单位 时 间 内 从 控制 体 输入 的 流体 动量 ) 

(2] 动量 守恒 原理 

任 取 一 体积 为 站 的 流体 ,其 边界 为 S。 设 作用 在 单位 质量 上 的 质量 力 分 布 函 数 为 下 ,作用 
在 单位 面积 上 的 面 力 分 布 函数 为 p, ,动量 守恒 原理 为 


了 | puiy = | Far + | p.%s (5.1.7) 


积分 形式 的 动量 方程 为 
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| ps) J57 + | puuss = | pFav |p.8s (5. 1.8) 
(131 动 重 矩 定理 
任 取 一 点 为 力矩 参考 点 ,r 为 流体 质点 到 参考 点 的 矢 径 , 则 动量 矩 定理 为 
{rx pusr = [rxpFrav+| rx pbs 5. 1.9} 
积分 形式 的 动量 乞 方 程 为 
| 并 pe? |8y + | cr x pu uds = | x pFeV 十 | x p83 [5.1.10) 
(4) 一 维 管 流动 量 守恒 
设 有 一 管 轴线 为 x 的 非 均 匀 管 段 ,xz 轴线 与 重力 方向 的 夹 角 
为 a, 如 图 5.3 所 示 。 截 面 1 -1 处 的 面积 为 4 ,流体 速度 为 己 ， 
上 .是 管 台 上 流体 摩 氛 阻 力 的 合力 在 < 方向 的 分 力 。 该 管 段 在 x 
轴 方 向 的 动量 守恒 表达 式 为 
pA, —- pA, -FF + | pgAcosods = 


图 .3 非 均匀 管 自 


15.1.117 
el z di 
(pA DIU, - (ph,) Us + S| pUAds 


如 果 是 定常 流动 , 且 a = m“2, 即 管 自 的 * 轴线 在 水 平面 内 ,(5.1.11) 式 变 为 

Pi — PsA, — FF, # (pA DU - (pyAyUs } 0, (3,1.12) 
在 上 面 的 式 子 中 ,每 个 流动 灿 面 上 的 速 度 和 密度 都 取 平 均值 。 实 际 流动 中 ,每 个 流动 截面 上 都 
存在 速度 分 布 ,用 平均 速度 计算 时 需要 对 截面 引信 动量 校正 系数 8。 贺 管 层 流 时 ,动量 校正 系 
数 甩 =4/3: 困 管 济 流 时 ,动量 校正 系数 B=1。 


准 连 续 性 方程 及 其 应 用 


工程 中 不 可 压缩 流 信 一 维和 定常 闹 动 是 最 简单 的 流动 形 
式 , 由 于 这 种 流动 现象 广泛 存在 ,使 解决 这 类 问题 的 一 维 流 
动 的 连续 性 方程 受到 关注 。 由 一 维 流 动 的 连续 性 方程 可 以 
导出 不 可 压缩 流体 定常 流动 的 一 维 连续 性 方程 。 


5.2.1 体积 流量 和 质量 流量 


由 于 粘性 的 存在 , 管 截 面 上 各 点 的 流速 并 不 相等 ,如 图 
5.4 所 示 。 工 程 计算 中 常用 平均 速度 来 代 苦 实 际 的 速度 分 
图 5.4 管内 速度 分 布 布 , 即 


= 


和 (5,2.1) 
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式 中 0 是 截面 上 的 平均 速度 ,4 是 截面 面积 ,u 是 截面 上 的 速度 分 布 。 上 式 表 有明 ,平均 速度 是 
截面 上 的 速度 分 布 在 单位 面积 上 的 积分 。 截 面 上 平均 速度 和 截面 面积 4 的 药 积 称 为 体积 


廊 基 必 , 即 

0 = U4 (5. 2.2) 
体积 流量 与 流体 密度 的 绞 积 称 为 质量 流 二 外, 即 

W = pUA (5.2,.3) 


5.2.2 一 维 连 续 性 方程 
定常 流动 时 ,(5.1.3) 式 右 端 为 零 ,得 到 一 维 定 常 流动 连续 性 方程 


ptA, = psU,A, (5. 之.) 
当 密 度 p 沿 程 不 变化 时 ,由 上 式 可 得 和 趟 可 压 纠 流 体 定常 流动 的 一 维 连 续 性 方程 
UA, = VU,A, (5. 2.5) 
5.2.3 一 维 连 续 性 方程 的 应 用 
{1) 水 籍 支管 定常 流动 
@ 水 流 定常 流 过 图 5.5 所 示 四 支管 水 箱 。 支 管 四 的 截面 4 - 


0. 02m ,支管 四 的 截面 4, =0. 05m’*。 从 支管 加 流出 的 质 且 流量 为 
加 57kg/s, 由 支管 团 流 进 的 体积 流量 为 0.03m /ss, 由 支管 人 D 流 进 的 水 
30 流速 度 为 VU =3mx“s。 假 定 所 有 管 截面 上 的 水 流速 度 均匀 ,水 的 密 
度 为 p=1 000kg/m , 试 求 从 支管 四 处 截面 流出 的 水 流速 度 局 
取 图 中 的 虚线 为 控制 击 。 水 流 定 常 流 过 图 示 装 置 ,根据 连续 
性 方程 (5. 2,4) ,通过 各 截面 流 进 和 流出 的 水 流量 代数 和 为 零 。 依 
图 5.5 水 箱 支管 定常 流动 ” 据 题 意 ,由 支管 中 该 进 的 质量 流量 为 
Wi = PdiE = 1 000 x 0.02 x 3kg/s = Okg/s 


ay 


从 支管 号 流出 的 质量 流量 为 
全， = pAU, = 37EEAs 
由 支管 地 流 进 的 质量 流量 为 
WW = pdb = pO, = 1 000 x 0.03kg/s = 30kg/s 
根据 质量 守恒 原理 ,从 支管 四 处 截面 流出 的 质量 流量 为 
Wy = pAU, 十 二 用 -用 = 60kg/s + Okg/s - STkg/s = 33kKgEAs 
于 是 得 到 从 支管 加 处 截面 流出 的 水 流 速 度 为 
Uy = 多 pt = [33A(1 O00 x 0.05) ]ms = 0. 66ms. 

(2j) 压 力 彤 措 初 始 出 流 

在 体积 为 0. 05m 的 储 铅 内 , 装 有 总 对 压力 为 800kPa .温度 为 15 和 的 空气 。 在 时 间 = 
时 ,空气 从 截面 积 为 65mm 的 阀 孔 放 出 ,瞬时 的 速度 为 311m/s ,密度 为 6. 13kg/m’。 假 定 桩 色 
内 其 余部 分 的 气体 密度 是 均匀 的 。 试 确定 空气 从 阅 和 孔 放 出 眠 时 (: =0) 储 睁 内 气体 密度 的 瞩 时 
变化 率 。 

取 图 5.6 中 的 碟 线 为 控制 体积 的 控制 面 。 空气 从 阁 孔 排出 枉 时 ,通过 控制 面 输 入 和 输 
出 的 物质 通 量 之 姜 等 于 控制 储 内 室 气 质量 的 变化 率 。 排 出 空气 的 连 度 为 U,, 窒 度 为 po ,六 和 孔 
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截面 积 为 4, ,根据 连续 性 方程 (5. 1. 3) 有 


3| pav 
ot 
储 锣 内 气体 密度 p 是 均匀 的 ,与 了 无 美 , 即 密度 疡 只 是 时 间 的 疾 数 ， 
可 将 上 式 栈 与 为 


-Po UA 


VW ; 
SE = 一 path 图 5.6 情调 初始 出 流 


式 中 储 摊 内 控制 体积 站 与 时 间 无 关 ,于 是 
Vv 竺 0 Penn 
二 


即 
加 一 poUnd, 


dt 下 


将 有 关 数 据 代入 上 式 ,得 到 :=0 时 储 所 内 气体 密度 的 瞪 时 变化 率 为 


a. 1$ x 311] x 0 


Pp EL. 1 = -2.48kEgpg, ", 
dt | j=0 v 心 . O05 《机 5] 本 9) 


所 得 结果 表明 储 擅 内 气体 密度 随时 间 增 长 而 碱 小 。 


5.3 伯 努 利 方程 及 其 应 用 


如 困 流 体 流 动 系统 中 没有 加 热 或 冷却 ,可 以 忽略 流体 粘性 ,流体 的 密度 不 变 ,那么 这 种 流 
体系 统 是 理想 ,不 可 压缩 的 等 漳 流 动 系统 , 其 内 能 保持 不 变 。 对 这 种 系统 的 能 量 稀 算 , 只 着 堪 
进行 机 械 能 衡 算 。 这 种 情况 下 进行 机 械 能 衡 算 的 能 量 方程 是 伯 努 利 方程 。 在 不 可 压缩 重 流体 
情形 下 , 伯 努 利 方程 是 运动 方程 的 第 一 积分 的 自然 结果 , 它 是 水 利 学 中 最 重要 的 能 量 关 系 表 达 
式 , 在 整个 流体 力学 中 也 占据 重要 地 位 。 


5.3.1 怕 历 利 积 分 和 拉 格 朗 日 积分 
如 果 流 体 是 正 压 的 且 质 量力 有 势 , 则 


rd = gradJlT,F = - grad VY (5, 3.1) 
p 


其 中 压力 势 厅 = | pre ;六 是 质量 力 势 。 


理想 正 压 流体 在 有 势 质 量力 作用 下 ,其 运动 方程 在 定常 流动 情况 下 积分 称 为 伯 努 刊 积分 ; 
在 无 旋 流动 情况 下 积分 称 为 拉 格 朗 昌 积分。 这 两 个 在 特殊 条 件 下 得 到 的 第 一 积分 ,可 以 直接 
导出 描述 流体 在 重力 场 中 机 械 能 守 乙 的 伯 努 利 方程 。 

(1) 兰 姆 - 世 罗 米 柯 形式 的 运动 方程 

理想 流体 的 运动 方程 为 
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p = ph -~ gradp (5. 3. 2) 
根据 场 论 基 本 公式 , 变 位 加 速度 可 以 写 为 
(WW* YY) = grad $+ rotu xi [5.3.3) 


上 式 将 变 位 加 速度 分 开 写成 位 势 部 分 和 讽 旋 部 分 。 将 (5. 3.3) 式 代入 运动 方程 (5. 3.2) 式 ,得 
到 理想 流体 兰 姆 -万 罗 米 柯 形式 的 运动 方程 
p{ + grad $+ rotu x #) = pF - gradp (5. 3, 4) 
如 果 流 体 正 压 上 且 质 量力 有 势 , 则 将 (5. 3. 1) 式 代入 (5. 3.4) 式 ,得 到 理想 正 压 流体 且 质 量 
力 有 势 的 运动 方程 为 


grad( t+ 了 + ro xu =0 (5. 3.5) 
(21 伯 和 努 利 [Bernoulli) 积分 
理想 正 压 流体 且 质 量力 有 势 , 在 定常 流动 过 =0 情况 下 运动 方程 ($.3.5) 起 为 


grad [+ 77 + 了 + rotu xz = (5.3.6) 
令 流 线 几 的 切线 单位 矢量 为 
，_ 
中 
将 (5.3.56) 式 两 边 对 切线 单位 矢量 s 作 数 积 , 往 
s+ pred + 人 + 了 + on x = 中 [5.3,.7) 
即 
#1 
a 
积分 ,得 


ps V+ = Cy) (5.3.81 


式 中 Cl) 是 积分 常数 , 沿 同一 条 流 线 当 取 同 一 常数 值 ,在 不 同 流 线 上 可 以 取 不 同 的 值 。 
《5. 3.8) 式 称 为 伯 努 利 积分 。 


(3) 拉 格 朗 日 积 分 
理想 正 压 流体 且 质 量力 有 势 ,运动 方程 在 无 旋 流 动 rotw =0 的 情况 下 存在 速度 势 p ,使 
HW = grado (53, 3,9) 
将 (5,3.9) 式 民 人 运动 方程 (5.3.5) 式 ,得 
aap ,grad (+ 了 =0 (5. 3, 10) 
起 中 
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于 是 ,(5.3.10) 式 变 为 
grad e+ 和 + 可 + 站 =0 (5.3.11 ) 


积分 ,得 


3p P+ =f) (5 312) 


式 中 (1) 是 由 边界 条 件 确定 的 时 间 t 的 任意 函数 。 对 于 某 一 时 刻 (4) 在 整个 流 场 中 取 同 一 数 
值 。(5. 3. 12) 式 称 为 拉 格 朗 日 积分 。 

(4} 怕 努 利 - 拉 格 朗 日 积分 

如 果 流 体 的 运动 是 定常 的 , 则 拉 格 朗 日 积分 (5.3. 12) 式 可 变 为 伯 努 利 - 拉 格 朗 日 积分 


| 
T+V+I1=cC (5.3.13) 


它 和 伯 努 利 积分 具有 相同 的 形式 。 不 过 积分 常数 C 在 整个 流 场 中 取 同 一 常数 值 ,而 伯 努 利 积 
分 中 的 积分 常数 C(y) 只 在 同一 条 流 钱 上 取 同 一 常数 值 ,在 不 同 流 线 上 可 以 取 不 同 的 值 。 

(5) 理想 绝热 可 压缩 流体 的 伯 努 利 积分 

对 于 理想 绝热 的 可 压缩 流体 情形 ,压力 和 密度 的 关系 为 


£ = 8"(y) (5. 3.14) 
于 是 
二 (5.3.15) 
i 
压力 阔 数 为 
厅 = 2 | 守 = 9(y) -一 = 业 上 (5.3.16) 
TY YY-lp 
特 上 面 的 压力 活 数 代 人 前 而 提 到 的 伯 努 利 积分 得 
a T . ££ = 了 | al 
i = Ciw) (5.3.17) 


上 式 是 理想 绝热 可 压缩 流体 的 伯 努 利 积分 。 
如 果 忽 略 外 力 , 上 了 式 变 成 


vy Pn 5.3. 1 
er Cl) 《 ) 


上 式 特 压力 ,密度 和 速度 联系 了 起 来 。 
5.3.2 人 怕 努 利 方程 


对 于 不 可 压 馆 流体 ,压力 势 和 质量 力 势 分 别 为 


厅 = | LV=g: (5,3,19) 
plp) pp 
伯 努 利 积分 可 以 写 为 
下 + BFz+ 二 =T( 册 ) (5. 3,20) 
2 p 
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伯 努 利 - 拉 格 朗 日 积分 可 以 写 为 


守 +m+ 王 = 人 (5.3. 21) 

(5.3.20) 式 和 (5.3.21) 式 称 为 伯 努 利 方程 。(5. 3, 20) 式 是 对 定常 有 旋 运 动 写 出 的 ,其 积分 常 
数 Cty¥) 只 在 同一 条 流 线 上 才 取 同一 常数 值 ;(5. 3- 21) 式 是 对 定常 无 旋 运 动 写 出 的 ,其 积分 党 
数 民 在 整个 流 场 中 取 同 一 常数 值 。 

(2) 伯 舅 利 方 程 的 物理 意义 和 几何 意义 

伯 努 利 方程 (5. 3.20) 是 能 量 守恒 表达 式 , 左 边 各 项 代表 单位 质量 的 动能 ,势能 和 压力 能 ， 
右边 积分 明 数 CW) 表 示 总 能 量 { 动 能 .势能 和 压力 能 的 总 和 ) 在 流 线 上 守恒 ， 

以 重力 加 速度 g 除 方程 (5. 3. 20) 中 各 项 得 


3 +s+ = Cy) (53, 3. 22) 
区 PE 

能 者 式 中 各 项 都 是 长 度量 网 。(5. 3. 22) 式 的 几何 意义 

U2g Uag 可 用 图 5.7 说 明 。(5. 3. 22) 式 的 第 一 项 代表 流体 

ra ”质点 在 真空 中 以 初速 铅 直 向 上 运动 能 达到 的 位 置 

mn 高 度 , 称 为 速度 头 ;第 二 项 代表 流体 质点 在 流 线 上 

TT 所 在 的 位 置 即 几何 高 度 , 称 为 位 势头 ;第 三 项 相当 

| 本 网 于 液 柱 底面 上 压力 为 p 时 的 液 柱 压 力 高 度 , 称 为 于 

参考 水 平 。 力 头 。 根 据 伯 努 利 方程 (5. 3. 22) 式 ,速度 头 .位 势 

图 5 注 鳅 .压力 线 和 内 线 头 和 压力 头 三 者 之 和 沿 流 线 不 变 ,说 明 总 水 头 线 


(总 能 线 ) 是 一 条 水 平 线 。 如 果 在 流 场 中 取 一 条 流 
线 , 参 见 图 5.7, 流 线 距 参考 水 平面 的 高 度 为 :。 从 流 线 上 种 点 开始 铅 直 向 上 截取 相应 的 长 为 
p/P8 的 线段 ,连接 线段 上 端 得 到 一 条 称 为 压力 线 的 曲线 。 再 从 压力 线 上 各 点 开始 ,向 上 截取 
相应 的 长 为 U 2g 的 线 级 ,连接 线段 上 端 便 得 到 总 水 头 线 (能 线 ) 。 
如 果 重 力 可 以 忽略 , 伯 努 利 方程 (5.3. 22) 式 简化 为 


字 + = Ci 人 9) (5, 3. 23) 
上 式 给 出 了 速度 和 压力 之 间 的 关系 。(5. 3. 23) 式 表明 ,流速 大 的 地 方 压力 小 ,流速 小 的 地 方 
压力 大 。 
5.3.3 怕 辊 利 方 程 的 应 用 
{1) 小 孔 出 流 


泌 满 水 的 天 容器 器 壁 开 有 一 小 孔 8, 孔 中 心路 
离 水 画 4 为 ,如 图 5.8 所 示 。 水 从 小 孔 排 出 流 人 大 
气 , 求 小 孔 射 流 的 流速 U,。 

设 水 的 自由 液 面 4 处 的 速度 为 U,。 水 面 4 和 
小 孔 8 的 射流 都 受 大 气压 p. 作 用 。 以 容器 底面 为 位 
置 基准 ,水 面 4 处 的 高 度 为 z,, 小 孔 有 的 高 度 为 z 。 
经 过 小 孔 旦 的 流 线 都 通 到 水 面 4 处 ,对 其 中 一 条 流 图 未 小 孔 抽 让 
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线 列 写 的 伯 努 利 方程 为 
Es, + 人 + = Ey + 
如 果 容 器 裁 面 面 积 为 8, ,小 孔 的 截面 面积 为 S,, 根 据 连续 性 方程 ,有 SU =Ssge。 由 于 3 
5,, 即 U, 志 UU , 伯 努 利 方程 中 32 与 Usd2 相册 可 以 忽略 。 于 是 ， 
Us =V2g(z -35a) = Y28 (5. 3. 24) 
上 武 表 明了 位 能 和 动能 的 相互 关系 , 即 由 已 知 的 位 差 可 以 计算 出 让 侍 的 流速 , 按 已 邯 的 流速 可 
以 确定 流体 需要 的 位 差 。(5. 3. 24) 式 通常 称 为 托 里 切 利 公式 。 
假如 一 均匀 的 气流 从 前 方 远 处 以 ,等 速度 定常 地 绕 过 一 物体 ， 
如 图 5.9 所 示 。 气 流 受 阻 后 ,在 物体 前 沿 中 心 e 处 计 止 为 零 ,o 点 叫 A 
做 圣 点 ,该 点 压力 p. 称 为 驻 点 压力 。 设 前 方 未 受 扰动 的 气流 压力 和 
速度 分 别 为 pp。 与 六 J 


对 通过 驻 点 。 的 流 线 由 , 应 用 伯 努 利 方程 ,忽略 重力 有 图 5.9 驻 点 压力 
PE -PP 或 p =p +ipV (5.3.,25) 
p pp 2 2 
式 中 p。 称 为 静 压 ,pW 由 /2 称 为 动 压 , 驻 点 压力 p, 称 为 总 压 。 总 于 是 更 压 和 动 压 之 和 。 
(3) 烟 徊 内 烟 气 流速 


一 高 为 h(tm) 的 烟 图 , 烟 轿 顶端 大 气压 为 p,, 在 烟 周 高 度 范 围 内 大 气 平均 密度 为 p,, 烟 加 。 
内 烟 气 平均 密度 为 p, ,如 图 5. 10 所 示 。 若 忽略 烟 气 流动 时 的 阻力 , 试 计算 烟 气 在 烟 阅 内 的 流 
速 。 

以 烟 向 下 端 水 平 烟 道 的 轴线 0 一 0 为 基准 面 ,在 工 一 工 截 面 和 [一 正 截 面 之 间 列 伯劳 利 方 
程 
p+Bhp, Us _p, +e(h- kh,)p, | 

p, 2 p, 2 

因为 局 志 U, ,上 式 简 化 为 


hh-h Ds 
_Pp.+gl Pg 


月 


图 5.10 烟 气 流速 
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由 上 式 可 得 烟 向 内 血气 流速 为 


(4) 水 票 输 水 功率 
如 图 5. 11 所 示 ,从 水 槽 向 水 塔 送水 ,采用 输 水 泵 作为 动力 。 已 知 流量 为 42m /hb, 系 统 的 
能 量 损失 为 1 9Nm/kg,z =2m,z =18m ,水 的 密度 为 p =1 000kg/m ,管道 内 么 为 $94. Smm。 
在 截面 1 和 2 之 间 列 伯 努 利 方程 ( 设 截面 1 和 2 之 间 的 能 量 损失 为 hi ,| 


p, Pp; 
人 = 


2 
在 截面 3 和 4 之 间 列 伯 努 利 方程 ( 设 截 而 3 和 4 之 间 的 能 量 损失 为 如 ，) 


由 于 输 水 从 的 进 水 口 和 出 水 口 高 度 差 与 整个 系统 塔 高 比较 是 小 量 ,可 以 认为 sz,。 男 外 还 
近似 认为 水 权 液 面 速度 U, ~0。 将 上 列 两 个 伯 努 利 方程 相 加 ,得 


+ 了 
Bp, Ds U, Ps [7 Ds Di 
-一 一 二 一 于 下 + 了 了 +h 
p 十 zi p 3 p 3 p < 


其 中 Dh hs a™ he 呈 
输 水 管内 流量 0 =46/3 500( ms) ,水 塔 进 水 管 截面 积 4. =0. 094 5 mA4{m ) ,水 流速 度 


| 
i eae 
A 360 ”0 0M" 
质量 流量 为 
1 000 x 42 
W = p20 = -一 一 一 一 kzra = 12. 8k 
FF= pO 3 E00 k Ea Bkg/s 
输送 单位 质量 流体 的 功率 为 
站 | 
Np 
六 = (二 + 了)- [3 5 hd 
和 035x1.0133x10 16 18 -2 olNmzt = 209 6Nm/k 
| i + (18 2) x 9.81 + 19| 8 g 
水 泵 所 需 功 率 为 


N = 209.6 了 本 = 209.6 x 12.8W = 2 680W = 2.08kW 
(5) 虹 吸管 流速 和 压力 
图 5. 12 所 示 虹 吸 装 置 中 ,水 箱 补 面 保持 不 变 , 虹 吸水 流 为 理想 流体 。 求 虹吸 管 出 口 流 束 
uy 和 最 高 点 压力 py。 以 虹吸 管 出 口 截 面 2 为 位 置 基 准 , 以 绝对 压力 p, 为 压力 基准 , 联 w=0, 在 
截面 1 和 截面 2 之 间 列 写 伯 努 利 方程 ,可 得 


EA + H,) ee 
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产生 气 穴 现象 ,虹吸 作用 受到 破坏 。 
(6) 贺 板 间 径 向 流动 


因为 虹吸 管 管 径 不 变 ,ma, =&, , 于 是 由 上 式 即 得 

py = Pp, -palH, + H.,) 
由 上 面 的 分 析 可 知 , 要 提高 虹 豚 管 管内 补体 的 速度 ,以 增 大 虹吸 
管 流 量 , 需 要 增加 水 逢 液 面 珊 度 见 。 但 是 ,增加 水 箱 液 面 高 度 
如 ,受到 限制 ,因为 随 著 丙 度 吾 , 增 加 ,压力 py 沽 小 。 当 压力 p, 低 于 
补体 愧 和 燕 气 压 时 ,液体 发 生气 化 , 虹 瞬 管 管内 空 将 充满 疗 气 ， 


两 的 半径 为 靖 的 国 板 水 平 放 是 , 板 间 臣 元 为 3, 上 板 中 心 管 


口 半 可 为 mn。 水 流 上 共 中 心 管 口 午 直 注 人 ,在 板 间 褒 板 面 作 径 向 


图 5.12 虹吸 管 流速 和 压力 


间 压 力 兰 半生 的 七 化 规律 。 
根据 连续 性 方程 ,通过 任 一 圆周 的 质量 流量 都 相等 , 即 
W = piAiu = prAyn, 
由 于 水 流 不 可 压缩 ,水 流 流 过 任 一 半径 的 体积 流量 部 相 等 ， pe 
体积 流量 可 写 为 


0 = Triu, = 2mrSu = 2Tr Sy, 


式 中 ,为 贺 板 任意 处 的 半径 ， 和 aa 分 利 为 rm 和 关 处 的 速度 ， 
由 上 式 得 芋 = 过 。 以 大气 压 为 基准 ,r, 处 的 压力 为 大 气压 ,在 rf 与 


六 处 到 写 伯 努 利 方程 
忆 ， 昌 -如 
人 
即 得 


-和 (汉人 


因为 yap a , 板 间 压力 恒 为 负 压 , 即 


流动 ,如 图 5.13 所 示 。 如 果 可 以 忽略 水 流 进入 的 动 基 , 试 求 板 


LIL 


WE pi 


图 5.13 圆 板 径 向 流 


低 于 大 气压 力 ; 随 半径 7 增 大 , 板 间 压力 也 增 大 ,直至 在 7r, 处 等 于 大 气压 ，。 


5.4 动量 定理 和 动量 矩 定理 的 应 用 


如 果 只 需要 了 解 流 场 边界 上 属于 整体 性 的 特征 和 量 , 可 以 利用 积分 形式 的 动量 定理 和 动量 
矩 定理 ,来 求 感 兴趣 的 整体 性 的 特征 量 是 十 分 便捷 的 - 这 种 情况 下 ,不 需要 在 一 定 的 初始 条 件 


和 边界 涵 人 忻 下 去 解 微分 形式 的 基本 方程 组 。 
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s.4.1 动量 定理 和 动量 短 定理 


第 4 章 已 缀 给 出 动量 定理 和 动量 矩 定理 ,积分 形式 的 动量 方程 和 积分 形式 的 动 最 矩 方程 
的 表达 形式 。 

流体 的 动量 定理 可 以 表述 成 在 任 取 流 体 体 积 7 中 ,流体 动量 的 变化 率 等 于 作用 在 该 体积 
上 的 质量 力 和 面 力 之 和 。 动 量 定理 的 表达 式 为 


$f pudr 二 | pFdr + | p.ds (5.4.1) 


式 中 ,F 表示 作用 在 单位 质量 流体 上 的 质量 为 分 布 沙 数 ;p, 表示 作用 在 流体 边界 单位 面积 上 
的 面 力 分 布 沙 数 。 
(2)} 积 分 形式 的 动量 方程 


| dr + [pu,uds = [pFdr + | p.as (5.4.2) 


(3) 动量 矩 定 理 

在 流体 体积 7 中 , 任 取 一 点 为 力矩 的 参考 点 ,r 为 流体 质点 到 该 参考 点 的 矢 径 。 流 体 的 动 
量 撼 定理 可 以 表述 成 流体 动量 生 的 变化 率 等 于 作用 在 信 人 和 体积 上 的 质量 力 和 面 力 对 同一 参考 点 
力 引 之 和 。 Se 


(4j 积分 形式 的 动量 给 方 和 
| | x ra 二 | x pud)ds = | x pFdr +|r x pds [5,4d,4) 


5.4.2 ”定常 运动 的 动量 定理 和 动量 矩 定理 
对 于 不 定常 运动 流体 的 动量 方程 (5. 4. 2) 式 和 动量 矩 方程 (5.4.4) 式 , 要求 出 方程 中 
| ze dr 和 | [> x 站 Be ] dr 等 体积 分 的 值 ,必须 求解 向 分 形式 的 流体 力学 基本 方程 组 ,以 
了 解体 积 7 内 流动 的 情形 。 这 正 是 阻碍 人 们 顺利 应 用 动量 方程 (5. 4,2) 式 和 动量 矩 方程 (5 
4.4) 式 的 原因 。 如果 流体 运动 是 定常 的 ,方程 中 1 ,如 2dr 和 [7 x 站 Be ] dr 等 项 自动 清 
失 ,动量 方程 (5.4. 2) 式 和 动量 矩 方程 (5.4. 4) 式 变 为 
| pusuds = | poFdy + | as (5.4.5) 


| (r x puu)ds = [rxpFdy + [rxp.ds (5. 4. 61 
画 四 要 


在 上 面 二 式 中 ,为 了 明确 采用 控制 体 租 方法 ,将 体积 符号 了 改写 为 了 ,以 强调 控制 体积 『 
一 坚 选 是 后 ,其 世 置 帮 形 状 便 面 证 不 变 。(5.4.5) 式 和 (5.4.g6) 式 中 的 控制 面 可 以 任意 选取 。 

如 果 控 制 面 选 择 得 好 ,利用 动量 方程 (5. 4.5) 式 和 动量 矩 方程 (5.4.6) 式 以 及 边界 上 的 流 
动 参数 ,可 以 得 到 关于 整体 性 特征 量 的 满意 结果 ,而 这 样 的 铺 构 利用 别 的 方法 是 很 难 求 得 的 。 
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应 该 指出 ,动量 方程 (5.4,5) 式 和 动量 矩 方程 (5. 4.6) 式 是 从 定常 运动 情 闹 下 导出 的 ,它们 嗓 
适用 十 理想 流 栖 ,也 适用 于 粘性 流体 。 由 于 定常 运动 的 动量 方程 (5.4.5) 式 和 动量 秆 方程 (5. 
4.6) 式 被 广泛 应 用 ,通常 都 将 它们 称 为 动量 定理 和 动量 答 定 理 。 

动 量 与 刻 量 ,能量 不 同 , 它 是 有 数值 到 小 和 方向 的 笑 量 ,所 以 计算 中 通常 应 用 动量 定理 各 
动 基 起 定理 的 投影 方程 形式 。 


5.4.3 动量 定理 的 应 用 


(1 小 孔 出 流 
假设 请 体 理 想 不 可 压 第 ,运动 定 希 ,外力 只 有 重力 ,理想 流体 情形 下 的 动量 定理 为 


| pusuds = | pFdy | pnds (5. 4.7) 


其 中 p 是 理想 流体 的 压力 函数 。 流体 从 水 平方 向 自 容器 下 部 的 
小 扎 射 出 ,如 图 5.14 所 示 , 求 流体 自 小 筷 射 出 后 对 容器 的 反作用 
力 。 

图 中 标 出 的 封闭 虚线 表示 控制 面 5。 由 于 小 孔 射 流 对 容器 的 
反作用 力 是 水 平 的 ,所 以 只 须 考 虑 动量 定理 (5.4.7) 式 在 水 平方 
问 x 辅 上 的 投影 分 量 - x 届 方 向 ,通过 小 孔 最 小 截面 5, 的 动量 为 

(eusadsj = 太太 3 = 2opeghs,r (5. 中, 加 图 于 14 小 孔 出 流 
其 中 p,U 分 别 是 最 小 截面 $3 上 的 平均 密度 和 平均 巡 麻 ,x 是 x 轴 方 辐 的 单位 矢量 。 上 式 中 小 
所 射流 速度 U 应 用 了 托 里 切 利 公式 (5. 3. 24) 式 ;截面 收缩 系数 a =5,7x5,,5s 是 小 孔 在 容器 壁 
上 的 开 孔 截面 。 外 力 只 有 铅 垂 向 下 的 重力 ,因此 在 水 平分 向 的 投影 为 零 。 作 用 在 * 轴 方 向 的 
面 力 分 其 为 


(- [pnds) = (- | (p -po)nds) (5.4.9) 
式 中 jp, 是 太 气 压 ,可 以 表示 为 | ponds | Ypadr = 0 。 图 中 ,控制 面 $ 只 有 与 容器 器 壁 接触 
的 48,BC,CD ,4'B',C'D' 等 部 分 ,对 (5.4.9) 式 的 积分 才 可 能 有 和 贡献 ,这 部 分 控制 面积 的 总 和 
用 5' 来 表示 。 流 体 对 容器 侧面 的 反作用 方 可 表示 为 
R. = | - po} nd (5.4.10) 
容器 中 了 小 孔 区 域 附近 外 ,流体 速度 几乎 为 零 ,于 力 近 似 为 静 压 分 布 。 因 此 ,可 以 近似 认为 控 
制 面积 5' 中 ,只 有 BC 部 分 的 控制 面积 8S,. 对 (5.4.9) 式 的 积分 才 有 贡献 。 于 蚌 ,作用 在 x 轴 方 
向 的 面 力 分 量 (5.4.9) 式 改写 为 
| (p - po)nds = — pghSer (5.4.11) 
于 是 , 廊 体 对 容器 侧面 的 反作用 力 为 
R =- pahs,x (5,4. 12) 
特 (5. .8) 趟 和 (5,4.12) 式 代 人 15,4.7) 式 ,得 
opghss = pghss, 


由 上 式 求 得 收缩 系数 上 =0,.5- 对 于 图形 孔 口 ,收缩 系数 a 的 实验 数值 在 0.61 ~0.64 之 间 。 
107 


流体 力学 


[2 水柱 冲击 平板 问题 

宽 为 上 的 平面 水 柱 以 速度 = 向 无 穷 长 平 概 射 射 ,接触 平板 便 分 成 两 支 水 柱 沿 平 艇 流动 , 流 
向 远 处 后 变 成 宽 为 a 和 a 的 平面 水 柱 ,如 图 5,15 所 示 。 设 流体 是 理想 不 可 压缩 流体 ,流动 定 
营 ,水 柱 速 度 g 和 祖 太 ,可 以 忽略 重力 。 求 水 柱 对 平板 的 压力 及 压力 作用 点 。 

设 三 支 水 柱 在 远 处 的 速度 都 是 均 名 的, 且 自由 面 上 的 
压力 都 是 大 气压 。 信 射 水 柱 的 中 心 轴线 与 平板 的 交点 为 
口 , 垃 角 为 &。 可 以 判断 人 射 水 柱 作 定常 无 旋 运 动 , 忽 略 重 
力 后 的 们 努 和 - 拉 格 轩 日 积 人 外 为 


和 re = 
可 以 证 明 , 三 支 水 柱 在 远 处 的 速度 大 小 均 为 wu, 压 力 均 为 


Boe 
取 和 包括 无 穷 远 处 三 支 水 柱 横 截 面 在 内 的 控制 面 S( 图 


中 用 虚线 表示 控制 面 )。 通 过 控制 面 3 的 动量 为 
| pusuds = Pou + poaus, + pouy, {5.4. 13) 
其 中 sa,9 和 5 aaa 分 别 是 三 支 水 柱 在 远 处 的 横 截 面 面 积 和 速度 矢量 。 
作用 在 控制 面 $ 上 的 力 为 


图 5.15 水 柱 冲 击 平板 


| pmas = | - po)nds = - | - pao} nd5 (5,4.14) 
而 流体 作用 在 平板 上 的 力 为 
P= | pnds (5. 4.15) 
特 15.4,13) 式 和 (5.4. 15) 式 代 入 动 医 定 理 (5.4. 7) 式 ,得 到 入射 水 柱 对 平板 的 压力 
P= paus - pauy, - pa,ud, (5.4.16) 
上 式 在 垂直 平板 的 方向 投影 ,得 到 
P = pau saine {5,4.17) 
在 平行 平板 的 方向 投影 ,得 到 
0 = Pa -Pei 一 Pay’ coe (5,4.18) 


(5.4.17) 式 给 出 了 人 射 水 福 对 平板 的 压力 公式 。(5.4.17) 式 吉明 ,水 福 压 力 与 动能 pu .水柱 
横 截 而 积 a 和 人 射 角 的 正弦 sina 成 正比 。 由 (5.4. 18) 式 可 得 


| | = so (5,.4,19} 
三 充 水 柱 在 远 处 的 速度 太 小 均 为 ,因此 连续 性 方程 为 
0 + 三 加 (5.4. 20) 
由 (35. 4.19)} 和 (3.4,20) 武 可 以 解 出 
] + cose ] 一 cosa 

站 | 三 3 三 7 (SS. 4. 21) 

利用 动量 矩 定 理 可 以 求 得 合力 作用 点 。 以 0 点 为 矩 心 ,水 柱 的 动量 矩 方程 为 
Pa 二 一 Pa 全 = pe (5. 4. 22) 
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其 中 是 压力 作用 点 到 0 点 的 距离 。 将 (5.4.2]1) 式 代 人 (5.4.22) 式 可 得 压力 作用 点 位 置 为 


e 三 二 (5.4.23) 


2 
(3] 料 束 冲 力 计 算 
将 料 荣 从容 右 底部 的 出 口 排出 (图 5,16), 神 击 到 一 平板 上 。 
料 浆 容器 内 压力 为 6.9 x 10 N/m ( 表 压 ), 料 浆 密 度 为 
1 041.3kg/m 如果 忽 路 摩 氛 影响 和 容器 内 料 桨 的 动能 , 试 计算 
浆 鼻 排出 速度 和 对 平板 的 作用 力 。 
在 桨 补 上 部 液 面 1 与 容器 底部 的 出 口 2 之 间 列 写 怕 努 利 方 


程 


| 9 
pa 一 Bz, + 


洪 被 的 质 基 流 基 为 


= pud = 1041.3 x 37.2 x = ] 216. 3(kgs) 


Tx (0.2)° 
| 


在 料 口 2 与 平板 3 之 间 褒 0 一 0 轴线 列 动量 方程 
站 = 了 216.3N = 45 246N 

(4) 奇 管 受 力 

如 图 5.17 所 示 , 流 体 通 过 0* 灾 管 作 定常 流动 。 
由 于 流体 流动 过 程 中 ,流体 动 其 发 生变 化 引起 弯 管 受 
为 。 斌 求 凌 管 受到 的 作用 力 。 

让 .和正 分别 表 示 弯 管 对 流体 的 作用 力 在 x 和 y 方 
向 的 投影 。 达 管内 流体 定常 注 动 的 流量 为 


W = pUA, = pU,A, (5. 4. 24) 
注意 到 U; =0,U, = U0 = U,VU,, =0, 于 是 ,动量 方 

程 的 投影 形式 可 表示 为 
_F +paA, =O- WU (5. 4. 25) 
F, -pA = WU, -0 (5, 4. 26) 
图 5.17 弯 管 受 力 由 (5.4,.25) 和 (5.4.26) 式 可 求 得 弯 管 对 流体 的 作用 

力 
F, = WU, +p AE, = WU, + psA, (5. 4. 27) 
或 

F = /FF +F ,a= arctan 天 (5. 4, 28) 
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根据 作用 与 反作用 定律 , 弯 管 受到 流体 的 反作用 力 与 (5.4. 28) 式 表示 的 力 , 大 小 相等 , 方 网 相 
凤 。 


习 是 


5.1 密度 为 p 的 不 可 压 编 理想 流体 定常 流 过 一 收缩 管道 ,管道 断面 1 和 2 处 的 面积 分 别 
为 5, 和 3, ,压力 为 p, 和 p,, 如 图 所 示 。 如 果 和 忽略 质量 力 的 作用 , 试 证 明 管 道内 的 流量 为 


题 5.1 耐 图 题 5.2 附 图 

5.2 水 塔 的 圆柱 形 茵 水 籍 底面 距离 地 面 高 度 甩 =20m ,水箱 半径 员 =2m, 蔷 水 穆 度 六 = 
Im ， 如 果 截 面积 为 2cm’ 的 水 龙头 在 高 度 记 =5m 的 位 置 放水 , 问 : 全 部 放 完 水 萌 中 的 水 再 又 
多 少时 间 ?”( 管 案 :1=3.69 x10 8) 

5.3 水 着 内 装 满 水 ,水 面 距离 箱底 高 为 h。 如 果 在 箱 璧 上 开 孔 让 水 流 射 出 , 问 在 藉 辟 上 
什么 位 置 开 我 使 水 射 得 最 远 ? { 管 案 ; 趾 离 箱底 高 为 2 处 开 扎 ) 

5.4 ”证 明理 想 不 可 压缩 均 质 流体 必定 常 无 旋 运 动 ,在 重力 作用 下 ,压力 p 满足 不 等 式 

a 日 B 


5.5 水 平 直 管 的 直径 从 30em 逐渐 收缩 为 15cm, 流 过 渐 缩 管 的 水 流 在 大 直径 端的 压力 
p =29. 4 x10'N/m’ ,速度 =3m/s, 如 果 和 忽略 摩擦 , 试 求 作用 在 管 上 的 纵向 总 推力 下 ( 管 
案 :FF=14 854N) 


是 5.5 附 图 题 5.5 附 图 
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5.6 离心 式 水 泵 利用 一 内 径 d = 150mm 的 吸水 管 以 & =60m /bh 的 流量 从 一 水 槽 中 级 
水 ,并 将 水 送 至 压力 箱 。 设 装 在 水 泵 与 吸水 管 接头 上 的 真空 计 措 示 出 负 正 值 为 39 997Pa。 如 
果 不 计 水 力 揭 失 , 试 求 水 泵 的 吸水 高 庶 吕 。( 答 案 : 末 .=4.02m， 

5.7 空气 射流 从 喷嘴 射出 , 射 到 与 哮 嘴 成 直角 的 壁面 上 。 壁 面 上 装置 的 测 压 计 测 得 射流 
压力 读数 高 于 大 气压 466. 6Pa。 求 空气 离开 噶 嘴 时 的 速记 忌 的 近似 值 ( 空 气 为 标准 状态 )。 
| 管 案 :=19m/s) 

5.8 90° 的 渐 缩 楚 管 放置 在 水 平面 上 , 管 径 d =15cm,d, =7.5cm, 人 口 处 进 水 流 平均 速 
度 w, =2, 5m/s, 静 压 p, =6.86Pal 计 示意 压强 )。 和 如 果 不 计 能 量 损 失 , 试 求 支撑 弯 管 保持 位 置 
不 室 所 需 的 水 平 力 下 。( 管 案 ;F =】 428N) 

5.9 一 段 橡胶 水 管 的 一 端 连接 在 压力 籍 内 ,压强 170kPa, 打 开水 管 另 一 端 向 大 气 喷 水 ， 
设 水 柱 成 单 股 水 流 射出 ,忽略 空气 阻力 , 求 水 流 暑 出 后 离开 暑 水 管 口 所 能 达到 的 最 大 商 度 天。 
[答案 :及 =17. 3m] 

5. 10 有 一 内 径 为 20em 的 输液 管道 ,输送 相对 密度 为 0. 85 的 液体 , 管 截面 上 的 流速 是 
2mxs, 求 流 至 管道 内 径 为 Sem 的 管道 内 后 , 求 该 管道 截面 上 的 质量 流量 四 以 及 流连 U。1{ 管 
案 :于 =53, 4kg/s,U =32m/s) 
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为 简化 对 理想 流体 的 运动 分 析 , 根 据 理想 流体 的 运动 学 特性 ,可 以 将 理想 流体 的 运动 分 为 
无 旋 运 动 和 有 旋 运 动 两 大 类 。 有 旋 运 动 的 运动 学 和 动力 学 性 质 ,为 判别 运动 有 旋 还 是 无 旋 提 
供 了 依据 。 

本 章 在 介绍 二 维 运动 时 ,引进 了 流 函 数 的 概念 ;介绍 无 旋 运 动 时 ,引进 了 势 函 数 的 概念 。 
流 函 数 和 势 函 数 是 描述 流体 流动 行为 的 重要 概念 。 求 解 流体 无 旋 运 动 问题 ,一 般 是 通过 解 运 
动 学 方程 ( 连续 性 方程 ) 和 动力 学 方程 (运动 方程 ) ,去 确定 流 场 的 速度 分 布 和 压力 分 布 。 在 解 
决 实际 问题 时 ,利用 革 些 基本 无 旋 运动 解 的 琶 加 方法 是 一 条 求解 的 简便 途径 。 最 后 讨论 了 在 
工程 中 具有 重要 意义 的 有 环 量 的 无 旋 运 动 和 马 格 努 斯 效应 。 


6.1 理想 不 可 压缩 流 体 运 动 基本 方程 


描述 流 场 结构 的 基本 物理 量 是 速度 w( 其 三 个 分 量 为 &,,u,,u,) 和 压力 pP。 它们 在 空间 的 
分 布 ,要 服从 基本 微 方 分 程 组 。 对 于 理想 流体 ,基本 微 方 分 程 
组 是 连续 性 方程 和 欧 拉 运动 微 方 分 程 。 显然 ,分 析 理 想 流体 
的 流动 要 比分 析 粘 性 流体 的 流动 容易 得 多 ，。 


6,1.1 连续 性 方程 


如 图 6.1 所 示 , 取 一 立方 体 流 体 微 元 ,根据 质量 守恒 原 
理 ,单位 时 间 内 流体 流 进 和 流出 该 微 元 的 质量 之 差 , 应 等 于 单 
位 时 间 内 该 微 元 中 物质 的 增 量 , 即 


本 


图 5.1 立方 体征 元 质量 守 乌 


六 | = a 中 [ 9 让 总 日 出 Fr 中 
drdydz = 品 pu 十 a 4, + Pp ,azdy ds (6.1.1) 


好。 名 4 名 4 
ot 0 FE 


其 中 ,等 式 左边 是 密度 的 随 体 导数 , 即 
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pp,, Ps ,名 (6. 1.3) 


dt De ”看 ” By " Bz 
于 是 ,三 维 运动 的 连续 性 方程 (46. 1.2) 式 可 写成 
时 (6. 1.4) 
上 式 圳 明 ,密度 的 变化 等 于 密 霸 和 体积 变化 的 二 积 ， 
连续 性 方程 (6. 1.41) 的 舌 量 形式 为 


dp div = 

a + pdivw = 少 (6.1.5) 
或 

Sp + div(pu) = 必 ; (6.1.6) 


对 于 不 可 压缩 流体 ,密度 是 常数 ,dpyd =0,16.1.4) 式 变 为 


led (6.1.7) 
器 半 DY¥ dz 
上 式 是 下 可 压 痊 流体 的 连续 性 方程 。 式 中 每 一 项 代表 相应 坐标 方向 的 终 变 速 府 , 即 

BR, Bu, dH, 


二 - 


. =- as 本 


因此 , {6.1.7) 式 表示 流体 不 可 上 庄 缩 ,其 物理 意义 是 三 个 坐标 方 同 线 变 效率 之 和 为 等 , 即 


2 +8, = (6. 1.8) 
连续 性 方程 46. 1.67 在 柱 坐 标 系 中 的 形式 为 
人 (6.1.9】 
Dt r dr T | ds | 
球 坐 标 系 中 的 连续 性 方程 为 
dp 上 上 BfPpr ap ) ,1 dpsinbe,) 1 a(po,) 0 (6. 1. 10) 
Bt rr or raing a raing Bp 
6. 1.2 欧 拉 方 程 


作用 于 运动 流体 上 的 外 力 分 为 两 类 ,一 类 是 作用 于 整个 流体 体积 上 的 力 , 称 为 御 体 力 ; 丸 
一 类 是 作用 于 流体 表面 上 的 力 , 称 为 表面 力 。 作 用 于 理想 流体 的 表面 力 沿 流 体 表 面 的 法 线 方 
向 。 因 此 ,理想 不 可 压缩 流体 单位 表面 上 的 作用 力 是 压力 ,其 受 力 状 态 与 静止 流体 相同 。 在 上 静 
止 流 体 中 ,作用 于 微 元 体 上 的 各 力 锌 此 平衡 。 在 理想 不 可 压 编 流体 运动 中 , 微 元 体 上 的 作用 力 
之 和 等 于 微 元 体质 量 与 其 运动 加 速度 的 入 积 , 即 


Ou, Ee i aE 
ot 并 Gy : p dx 
a ou, + 让 dn, 十 县， ur 三 上 _ {二 . 1. 11) 
dt Dx “By Ds poy 
a 
ot 0 BY dz p ds 
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拉 方 程 。 
欧 拉 方 程 在 柱 坐 标 系 中 的 形式 为 
P(e + | = pF, — 
欧 拉 方程 在 球 举 标 系 中 的 形式 为 
ptt + = pp -二 站 
| 秆 届 和 i 


如 时 不可 压 编 流体 必定 常 运动 , 且 和 褐 体力 有 执 钙 , 即 


pF am pam Fa 
1 By Bz 


于 是 . 欧 拉 方程 (6. 1. 11) 式 沿 流 线 * 的 积分 便 得 到 伯 努 利 方程 


于 + 本 + 三 = 人 
流体 作 无 旋 流 动 时 , 欧 拉 方程 46.1.11) 式 积分 可 得 


] 
3 -=r 
7 Pe 


(6. 1. FE2a) 


[6.1.12b) 


6. 1. 12c) 


(0,1.14a)} 


6. 1. 13b) 


《6.1.13c) 


(0.1, 14) 


(6, 1. 15) 


(6.1.16) 


上 式 昌 然 和 (6. 1. 15) 式 形式 一 样 ,但 是 , (6. 1. 15) 式 中 的 常数 C, 仅 对 一 条 流 线 而 言 ;而 


(6. 1.16) 式 中 的 常数 表示 不 因 流 线 不 同 而 变化 。 
6. 1.3 理想 不 可 压 编 流体 基本 方 桩 组 


将 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 (6. 1.7) 和 理想 不 可 压缩 流体 的 运动 方程 (6. 1. 11) 组 合 在 


一 起 .得 到 理想 不 可 压缩 彼 居 的 运动 方程 组 , 即 


出 iv 下 = 人 0 
| du 到 Ris 
df p 


初始 条 性 是 当 1=i, 时 
n= ur}, p= p(r) 
边界 条 件 为 
1) 在 固体 壁面 上 ww&,=0 
2) 在 无 穷 远 人 处 w=, 


6, 1. 17) 


(6. 1. 1$) 


{0.1.19) 


方程 组 (6,.1.171) 虽 然 有 了 很 大 简化 ,但 是 仍然 是 非 线 性 的 ,速度 ， 和 压力 天 互相 影响 , 求 
解 方程 组 (6. 1.147) 相 当 难 。 如 果 运 动 无 旋 , 方 程 组 (6.1.147) 将 进一步 得 到 重大 简化 。 
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6.1.4 理想 不 可 压缩 流体 无 旋 流 动 基本 方程 组 
若 流体 作 无 旋 运 动 , mu =0, 他 在 速度 势 ,使 


区 = 区 rad 六 【看 -1.20 ) 
将 上 式 代 人 方程 组 (6. 1. 17) 中 的 连续 性 方程 ,得 
VVo= Ap =0 ‘6. 1, 21) 


方程 (6. 1. 21) 是 一 个 二 阶 线性 忱 微分 方程 ,通常 称 为 拉 普 拉 斯 方程 。 拉 普 拉 斯 方程 在 直 和 前 誉 
标 系 中 的 形式 为 
. (6. 1. 22) 
Db dF dz 
近 普 拉 斯 方程 的 解 具有 可 肥 加 性 ,这 是 运用 拉 普 拉 斯 方程 求解 理想 不 可 压缩 流体 无 旋 流 动 的 
突出 优点 。 
如 果 流 体 理想 不 可 压缩 ,重力 有 势 , 运 动 无 族 , 由 欧 拉 方 程 (6. 1. 11) 式 积分 ,得 到 拉 格 半 
日 积分 
站 + 和 ++ = 人 (6, 1.23 ) 
当 求 出 连 度 势 风 后 ,可 以 按 16.1,.20) 式 求 出 速度 芷 ,再 将 速度 正 代 人 拉 格 胃 日 积分 (6. 1. 23 ) 
式 求 出 压力 分 布 p, 从 而 得 到 全 部 解 。 
理想 不 可 压缩 流体 ,重力 有 势 ,运动 无 旋 ,其 基本 方程 组 为 


A = 也 
{6. 1. 241 
op HE ER -用 
Fy 十 7 十 + = At) 
补 始 条 性 是 当 +=i, 时 
gradp = Wolr), p= polr) (6. 1. 25) 
边界 区 件 为 
1) 在 静止 固 辟 上 5 = 
i6. 1.26) 


2) 在 自由 面 上 p 
3) 在 无 穷 远 处 v= UU. 


6.2 二 维 无 旋 运 动 


真实 流体 是 有 粘性 的 流体 ,而 粘性 流体 的 运动 都 是 有 旋 的 。 在 实际 流体 流动 中 ,许多 粘性 
流体 的 流动 可 以 简化 成 理想 流体 的 无 旋 运 动 。 在 数学 上 ,处 理 无 施 运 动 比 处 理 有 和 旋 运动 容易 
得 玫 。 对 于 有 旋 运 动 间 题 ,必须 面 对 求解 非 线性 方程 组 的 困难 。 而 对 于 无 旋 运 动 问题 ,可 以 利 
用 无 旋 的 特性 ,通过 求解 线性 运动 方程 来 决定 速度 分 布 , 然 后 再 由 伯 努 利 积分 正 定 压力 。 流 范 
数 和 速度 势 函 数 是 求解 二 维 无 旋 运 动 问题 的 重要 数学 丁 具 。 
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5.2,1 二 纵 运 勤 


如 峻 流体 运动 时 和 有 关 物 理 基 在 空间 的 分 布 , 仅 依赖 于 两 个 坐标 来 确定 ,这 种 流动 称 为 二 
维 运 动 。 

(1}) 流 备 数 的 定义 

如 果 流 体质 点 的 运动 速度 都 与 已 知 的 *-y 平面 平行 ,而 且 所 有 平面 上 的 流动 情况 都 相同 ， 
则 该 二 维 流 动 的 流 线 方程 为 


一 = (6, 2. 1 ) 
或 
udy — u,dx = (6.2.2) 
连续 性 方程 为 
wd 6. 2 
FP 十 By 三 (5,2.3) 
即 
Bu (uu,) 
ee 一 (6. 之 , 中 
上 式 是 (6.2.2) 式 为 全 微分 方程 的 条 件 。 必 有 然 存 在 一 个 函 歼 业 (x,y) ,使 
udy ~ idx = Ed + dy Sp (6. 2.5) 
式 中 函数 业 称 为 流 防 数 。 由 上 式 得 到 流 函 数 业 的 定义 式 为 
-部 -- 绕 : 
下， 二 37， HH, = (6. 了 .在 | 
上 式 给 出 了 该 函 数 几 与 速度 分 量 的 关系 。 
当 邮 =0, 由 = 常数 时 ,由 (46.2.5) 式 可 得 
dr /a DY _ Er a 
宪 --( 区 /的 - te 
流 线 是 等 流 函 数 线 ,给 予 不 同 的 常数 可 以 得 到 一 复 流 钱 。 通常 将 与 流体 接触 的 壁面 视 为 零 流 
线 (y =0)。 


(2) 流 函数 与 流量 的 关系 

在 流体 作 二 维 返 动 的 流 场 中 ,用 任意 曲线 将 4,8 两 点 连接 
起 来 ,如 图 6.2.1 所 示 。 某 时 刻 通过 该 曲线 上 的 微 元 线段 山 的 
流量 为 


丁 62 请 画 数 与 流量 
的 美 村 dO =u :di [6. 2,8) 
其 中 u, 是 微 元 钱 段 上 和 肝 点 处 的 法 向 速度 
UH, = ,COMA XA) + coat n,y) 
于 是 
d0 = [ncos(n,x) + ucoatn,y) jd (0, 2.9) 
结合 流 消 数 和 的 定义 式 (6.2.6) 可 得 
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d0 = [于 + 站 尝 ]di = dx + dy ge (6.2. 10) 
和 dx 
上 式 表明 单位 时 间 内 通过 曲线 微 元 上 的 流量 a 沿 48 曲线 积分 ,得 到 流 经 
任意 曲线 4B 的 流量 
0 = [ay = ws- (6.2.11) 


出 (6.2. 11) 式 可 知 , 流 经 任意 曲线 AB 的 流量 等 于 该 曲线 两 个 端点 上 的 流 函 数 之 差 ,与 曲线 的 
形状 无 关 。 


[3} 流 函数 方程 
如 果 已 知 流 本 数 ,可 以 求 得 任意 二 维 流 场 的 回 度 场 。 下 面 讨论 在 有 旋 运 动 和 无 旋 运 动 中 
确定 流 函 数 的 方程 。 
流体 在 xs-y 平面 肉 作 有 旋 运 动 , 旋 转角 速度 不 为 零 , 有 
_ i du, 
w= 了 (于 -| (6.2. 12) 
将 流 函数 的 定义 式 (6.2.6) 代 入 上 式 ,得 
+ 13 - (6.2. 131 
流体 在 xy 平面 肉 作 无 能 运动 Pg ,由 (6.2.13) 式 可 得 
Ee [6.2. 14) 
而 这 三 下 


上 式 是 无 旋 返 动情 况 下 流 函 数 服从 的 拉 普 拉 斯 方程 。 

流体 二 维 流动 引进 流 函 数 ,可 以 通过 改写 方程 来 减少 未 知 量 ,使 计算 简便 。 采 用 流 函 数 给 
制 流 网 ,能 够 进行 有 效 的 近似 计算 。 因 此 ,在 流体 力学 的 计算 中 ,广泛 应 用 流 函 数 来 表示 流体 
的 流动 。 需 要 指出 的 是 ,无 论 是 有 族 运 动 还 是 无 旋 运 动 ,内 要 流体 作 二 维 运动 ,都 可 以 采用 流 
函数 这 一 概念 。 


5, 2,2 无 旋 运 动 


无 旋 和 运动 的 特性 

如 果 流 体 运 动 无 旋 , 其 旋 度 为 零 。 对 于 三 维 元 旋 运 动 有 
me Eo (6. 2. 15) 
By 由 站 日 于 dy de 


上 式 是 全 微分 方程 的 充分 必要 和 条件。 必然 存 在 一 个 函数 中 = 中 (x,7,z) ,其 全 微分 为 


udx + udy + dz = do {6.2.16) 
或 写成 
We Rs 4 (6.2.17) 
必 dy dz 
比较 16.2,16}) 式 和 (6.2.17) 式 ,可 以 得 到 回 度 分 量 和 孙 数 中 之 间 的 关系 
= - 49 = I 
u, ea 此 ， = By 怀 ， 三 A 6. 2. 18) 


函数 由 称 为 速度 势 或 势 函 数 。[(6.2. 18) 式 是 速度 势 中 的 定义 式 。 
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由 速度 势 由 的 定义 式 (6.2.18) 日 宴 ,速度 势 的 方向 导数 是 速度 。 速 度 势 有 类 似 力 势 的 … 

样 的 特性 , 即 利用 速度 势 计算 速度 时 ,与 起 点 位 置 无 关 , 只 决定 于 两 点 之 间 的 势 差 。 
无 旋 运 动 的 特性 是 一 定 有 势 。 不 管 无 旋 运 动 是 二 维 的 还 是 三 维 的 ,只 要 求 得 速 庶 势 ,就 可 
以 决定 流 场 中 的 速度 分 布 。 我 们 将 具有 速度 势 的 流动 称 为 势 流 。 利 用 无 旋 和 运动 有 势 的 特点 ， 


极 大 地 简化 了 对 速度 场 的 描述 和 计算 。 
5.2.3 二 锥 无 旋 运 动 
比较 速度 势 由 的 定义 式 和 流 函 数 由 的 定义 式 , 可 以 得 到 流体 作 二 维 无 旋 运 动 时 荔 图 数 与 
流 晴 数 的 关系 
= 下 -名 
| (6.2.19) 
l dy 1 
势 甫 数 等 于 常数 时 , 即 
wx yy) = 0 (6. 2.20) 
可 以 得 到 等 势 线 。 在 等 势 线 上 ,速度 势 的 数值 是 一 定 的 。 如 果 流 函数 等 于 滑 数 
wlxr) = 时 {6. 2. 21 ) 
可 以 得 到 流 线 。 
联系 由 和沙 的 关系 式 为 
人 {6.2.22) 


dx dy” dy 可 区 
上 式 称 为 机 西 - 歼 晶 条件 。 由 (6. 2. 22) 式 可 以 证 明 流 钱 和 等 势 线 


正 变 ,因为 

-于 站 闻 

pradp * gralp = EE +a 0 (6 2. 23) 
上 式 表明 等 势 线 由 = 常数 和 流 线 山 = 常数 正 交 。 一 组 流 线 和 一 组 
等 势 线 相 交 ,形成 流 网 ,如 图 6.3 所 示 。 流 网 是 图 解法 计算 二 维 无 


旋 流 动 问题 时 采用 的 基本 方法 。 


6.2.4 势 流 基本 方程 
将 速度 执 由 的 定义 式 (6.2.18) 代 入 不 可 压缩 访 昼 的 连续 性 方程 ,得 到 
Te De. 0 (6. 2. 24) 
x ay pF 
上 式 称 为 拉 普 拉 斯 方程 。 控 敬 拉 斯 方程 是 线性 方程 , 它 的 两 个 解 的 和 或 差 也 是 原 方 程 的 解 。 


例如 ,两 个 二 维 势 流 运动 的 速度 势 分 别 为 由 和 由 ,每 一 流动 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
a (6. 2. 25) 


dx” Dx 
和 
dp a 各 
一 十 一 一 二 个 [6.2.26) 
导 Es 
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将 方程 (6.2.25) 和 (6.2.26)1 相 加 ,得 
9 Cp + Pa) 9 (gp, + F:) 
Br De” 

得 到 的 新 的 流动 ,速度 执 为 四 = 中 , + 由 , ,仍然 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,所 以 还 是 势 流 。 因 此 ,复杂 流 
场 的 解 可 以 由 一 些 简单 流 场 的 解 夺 加 而 得 到 。 需 要 指出 的 是 ,二 维 流 函 数 也 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 。 

求解 拉 普 拉 斯 方程 ,关键 在 于 求 得 给 定 的 边界 条 件 下 的 特 解 。 通 过 上 面 的 讨论 可 知 ,在 给 
定 的 边界 条 件 下 .求解 拉 普 拉 斯 方程 可 以 得 到 势 函 数 由 ,再 由 势 函 教 能 够 确定 速度 场 。 因 此 ， 
求解 无 旋 运 动 的 速度 场 , 不 必 再 从 流体 的 运动 方程 出 发 ,从 而 简化 了 问题 的 求解 过 程 。 在 固体 
壁面 上 , 势 函 教 由 应 满足 的 边界 条 件 是 法 向 速度 分 量 为 鹤 , 即 


dp -1 C6. 2. 28) 
属 列 


对 切 向 速度 分 其 没 有 要 求 。 对 于 用 流 消 数 炎 表示 的 绕 流 问题 ,如 果 已 知 物 体 避 面 的 形状 , 则 
要 求 堆 流 线 ( 业 =0) 与 物体 壁面 重合 。 

理想 不 可 压缩 流体 无 旋 运 动 只 适用 于 一 定 条 忻 下 的 流体 流动 问题 但 是 ,理想 不 相 压 迪 
流体 无 旋 运 动 处 理 问题 的 方法 ,在 流体 力学 中 占有 重要 位 置 ,是 处 理 复杂 流体 流动 的 基础 。 


三 必 (C6. 2. 27 ) 


6.3 基本 无 旋 流 


求解 无 旋 运 动 的 速度 场 有 许 过 方法 .解雇 工程 实际 中 复兴 访 场 的 问题 时 ,可 以 利用 拉 首 
拉 斯 方程 的 线性 性 质 ,在 满足 原 方程 和 边界 条 件 的 前 提 下 ,根据 经 验 选 用 基本 无 族 流 县 加 求 
解 。 下 而 介绍 均 句 流 ,和 茎 向 流 和 环流 等 基本 无 旋 流 的 速度 势 和 流 函 数 。 它 们 可 以 作为 间 加 求 
解 复杂 无 旋 运 动 问题 的 基本 数学 单元 。 
y 于 势 线 


6.3.1 均匀 流 J 


均匀 直线 流动 (简称 均匀 流 ) 是 最 简单 的 流 型 ,具有 平行 的 
直线 流 线 ,速度 分 布 均匀 ,如 图 6.4 所 示 。 均 匀 流 的 速度 分 布 为 
un, = UU, uu, = ‘6, 3,1) 
对 上 式 积分 ,可 得 均 句 流 的 速度 势 蛆 数 和 流 疝 数 
gy = Ur+C, w= Ury+c€C (6. 3. 2) 图 6.4 均匀 流 
其 中 ,UV 是 均 句 流 的 器 度 ,C 是 积分 常数 。 当 流体 绕 过 物体 时 ,远离 物 址 表面 的 来 访 ,可 以 近似 
认为 是 均匀 流 。 


6.3.2 径 问 流 


流 体 的 各 向 流动 分 为 点 源流 动 和 点 汇流 动 两 种 。 流 体 以 一 

定 流量 从 一 公共 点 流出 ,并 褒 径 向 连续 ,均匀 ,对 称 地 向 外 流动 ， 

流 钱 随 着 远离 公共 上 总 而 散 开 ,这 种 径 问 流动 称 为 点 源流 动 ,如 图 

6.5 所 示 。 流 体 以 一 定 流量 从 外 癌 内 济 进 一 公共 扣 , 并 语 生 同 连 
119 
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续 .均匀 ,对 称 地 向 公共 点 流动 , 流 线 随 着 靠近 公共 点 而 聚集 在 一 起 ,这 种 径 向 流动 称 为 点 汇流 
动 。 

{1 点 源流 动 

流体 作 点 源流 动 时 ,离开 原点 相同 的 径 向 距离 处 ,流体 速度 相同 ,而且 流体 流 过 任 一 以 诛 
点 为 图 心 的 圆 局 的 流量 相同 。 如 果 敲 开 原点 径 向 距离 " 处 的 径 向 速度 为 u,, 则 流体 流 过 半径 
为 r 的 圆周 的 流量 (单位 高 度 圆柱 上 的 体积 流量 为 


0 = 了 和 FE， (6,3.3) 
式 中 流量 @ 定义 为 点 源 的 强度 。 由 (6. 3.3) 式 , 径 问 速度 可 表 丰 为 
由 三 六 《看 , 卫 . 于》 
当 r 一 0,x 一 中 时 ,数学 上 原点 称 为 奇 点 ,在 所 讨论 的 流 场 中 应 予以 排除 。 排 除 奇 点 ,对 工程 实 
际 问题 产生 的 影响 不 大 。 
在 平面 极 坐 标 中 , 势 函 数 与 速度 分 重 的 关系 为 
iy (6.3.5) 
ar r 80 "27r 
流 画 数 与 速度 分 量 的 关系 为 
1 _ 六 -0 (6.3.6) 


积分 (6. 3.5) 式 或 (6. 3.6) 式 , 忽 路 积分 常数 后 ,得 到 点 源流 动 的 势 泪 数 


Pp = lnr (6. 3.7) 
和 点 源流 动 的 流沙 数 
= 
4 = 了 (6. 3.8) 
(2) 点 汇流 动 


点 汇流 动 方 向 与 点 源流 动 形 式 一 样 ,方向 相反 ,显然 二 者 的 势 耳 数 和 流沙 数 的 符号 正 \ 俐 
相反 。 在 (6. 3.7) 式 和 (6.3.8) 式 前 添加 上 人 负 号 后 , 即 得 点 汇流 动 的 势 函 数 


= 一 np | 
六 三 一 (6,3.9) 
和 点 汇流 动 的 流 函 数 
沁 =- -0 (6, 3. 10) 
6. 3.3 环流 


流 线 是 同心 圆 . 径 向 建 度 为 零 的 流动 , 称 为 环流, 如 图 6.6 所 
示 。 在 柱 坐 标 中 ,无 旋 环流 应 满足 的 运动 学 条 件 是 旋转 角速度 征 ， 
和 径 疝 速度 均 为 零 , 即 
=0, uu, 三 必 


将 上 述 运动 学 条 件 伐 人 极 坐标 旋转 角速度 的 表达 式 
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u = 了 [之 +] 《6.3.11 


得 到 


或 
Wdr = - rdu, (6. 3. 12) 


积分 上 式 ,得 
(6.3. 13) 
式 中 天 为 常数 。 当 r=0 时 ,速度 为 无 穷 大 ,因此 ,应 和 将 包括 原点 ( 奇 点 ) 在 内 的 极 小 区 域 排除 
在 无 旋 环流 的 讨论 之 外 。 与 流 线 一 致 的 任 一 封闭 的 圆周 曲线 的 环 量 为 

Pa [wrde - 厂 二 rdg = 27k 


根据 上 式 ,常数 上 可 表示 为 
= 
| 27 
可 见 常数 久 与 环 量 T 有 关 。 无 旋 运 动 的 环 量 应 为 零 , 但 是 由 (6.3. 14) 式 得 到 的 环 量 为 常数 
这 是 因为 流 场 中 包 全 了 奇 点 (原点 ) ,在 原点 附近 r 一 0 的 无 穷 小 邻 域内 ,运动 不 再 是 无 旋 运 动 ， 
而 是 环 量 为 常数 的 有 族 运 动 。 于 是 ,整个 流 场 的 环 量 都 是 由 原点 附近 无 穷 小 分 域 的 刘 转 所 提 
殿 。 因 此 ,环流 运动 是 有 环 量 的 无 旋 运 动 。 

式 (6.3. 13) 代 表 的 无 旋 环 流 的 速度 称 为 诱导 速度 , 它 是 园 心 处 无 限 长 泣 线 在 其 周围 感 生 
的 速度 场 , 即 流 场 中 涡 旋 引起 周围 的 速度 变化 。 将 16. 3. 14) 式 确定 的 兵 值 代 人 (6. 3. 13) 式 ， 
得 


大 (6. 3. 14) 


WB = 2 (6.3.15) 
上 式 代 表 的 流动 也 称 为 自由 涡 , 其 中 环 量 本 是 涡 旋 强度 。 
速度 分 量 的 流 男 数 表 达 式 为 


【6. 3. 16 1) 


租 分 上 式 ,得 

lnr + (6.3.47) 

假设 通过 r=1 的 流 函 数 为 零 , 则 {6. 3. 17) 式 中 积分 常数 C =0, 于 是 得 到 环流 的 流 函 数 为 
lnr (6,3.18) 


式 中 负 叶 表示 环流 沿 道 时 针 方 向 。 
速度 分 量 的 速度 势 苯 数 表 达 式 为 
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二 - 工 好 
TT rr a0 1 6. 3. 19) 
= pp 0 
ar 
灶 似 确定 流 函数 的 方法 ,可 得 环流 的 招 晒 数 为 
p = 二 f (6. 3.20) 
| 


6.3.4 惕 极 流 


重力 场 中 无 穷 远 处 均 名 来访 绕 物 体 的 流动 ,或 者 静止 物体 在 理想 流体 中 开始 运动 ,流体 都 
满足 理想 . 正 压 . 彻 体力 有 势 的 条 件 ,根据 凯 尔 文 环 量 守恒 定理 和 斯 托 克 斯 定理 ,流体 始终 作 无 
旋 运 动 。 因 此 ,对 于 理想 流体 娆 圆柱 的 流动 问题 ,可 以 利用 拉 普 拉 斯 方程 的 厂 性 性 质 , 选 撞 知 
干 基 本 尖 旋 流动 的 势 函 数 进行 释 加 , 求 满足 方程 和 边界 条 件 的 解 。 

(1) 点 源 和 点 汇 要 加 的 流 场 

兰 鲍 体 ( 蛋 形 物体 } 沿 其 长 轴 方 向 以 速度 五 在 静止 流体 中 运动 ,其 速度 势 可 以 由 点 源 和 点 
汇 的 秋 如 得 到 。 兰 爹 体 的 运动 如 图 6.7 所 示 ,物体 前 端 流体 不 断 受 压 而 分 开 ,物体 尾 后 流体 在 
让 出 前 空 何 里 汇合 起 来 。 在 兰 金 体 的 前 端 ,可 看 做 有 一 个 强度 为 8 的 点 源 , 放 置 在 x 轴线 的 
( -a,0) 妹 ,如 图 5.8 所 示 。 在 兰 金 体 的 尾部 ,可 看 做 有 一 个 与 点 源 等 强度 的 点 汇 ,放置 在 * 
轴线 的 (a,0) 钼 ,从 点 源流 出 的 流体 都 流 进 了 点 汇 。 


并 一 玉 


图 5.7 综 运 动物 体 的 无 旋 注 图 5.8 点 秀和 点 汇 屋 加 
在 线 兰 金 体 运动 的 流动 中 , 任 一 点 时 的 坐标 为 (x ,7) ,村 到 点 源 和 点 谍 的 距离 为 


{an,0} [aa 和] 
全 -0 


[ey > 
= (# -a + 人 
点 源 和 点 汇 得 加 后 的 流动 ,其 势 函 数 为 
_ WL 
= jn — lnr,) = In C6. 3, 22) 
将 (6.3.21) 式 代入 上 式 , 得 
QO toe) + 
” = (xo) +Y 
或 写成 
ss (6.3.23) 


lz2 
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上 式 是 兰 金 迟 在 静止 流体 中 运动 时 的 速度 势 圈 数 。 

12) 惕 极 流 

当 {6.3, 23) 式 中 a 值 减 小 ,点 源 和 点 汇 和 被 此 接近 。 当 和 蛋 形 物体 形状 变化 趋 近 于 图 柱 裁 面 
时 ,点 源 和 点 汇 无 限 接 近 时 得 到 的 流动 称 为 个 极 流 。 侦 极 流 也 是 一 种 基本 无 旋 流 。 

雪上 赵 于 至 时 ,他 46. 3. 231)1 起 中 的 小 重 为 


(6.3.24) 


将 In{t1 +z) 按 项 笑 数 展开 , 即 


jh (6. 3. 25) 
保留 :, 去 掉 式 中 二 阶 小 其 以 上 的 项 ,得 
In(l +s) =8 (6. 3. 26) 
将 上 式 代 和 人 (6.3.23) 式 ,得 到 a 是 微小 有 量 时 侦 极 流 的 速度 势 函 数 
(6. 3.27) 


dn (x -a) +Y 
类 似 地 ,可 得 到 & 是 额 小 其 时 帼 极 访 的 流 力 数 
(6. 3.28) 


千古 x + 一 a 
为 了 计算 上 的 方便 ,需要 将 (6.3.27) 式 和 (6. 3.28) 式 中 的 微小 其 a 转变 成 有 限量 的 形式 。 为 
此 ,定义 20 的 极限 趋 于 一 有 限 值 桂 , 即 

HM = lim2Qa (6. 3. 29) 
其 中 履 称 为 侦 极 答 。 由 侦 极 答 的 定义 式 {6.3.29) 可 知 , 当 点 源 和 点 汇 无 限 接 近 时 ,a 赵 于 零 ， 
则 强度 0 为 无 穷 大 。 

将 (6.3. 29) 代 入 势 函 数 (6. 3.27) 式 和 访 函 数 (6. 3. 28) 式 ,分 别 得 到 偶 极 流 用 侦 极 矩 寻 

表示 的 势 函数 


.0 4xa M 党 
= lim 一 ， 一 -一 一 = 一 一 一 一 6.3. 30 
和 4 (x -a) +Y 2m x + : 
和 用 情 极 和 矩 型 表示 的 流 阔 数 
Ed 上 ,4ya __ 各 四 而 J 
ee 4 让 We 


令 流 函数 为 常数 ,可 以 得 到 相应 的 流 线 , 即 


ee PC 
ed 了 
吝 + 
或 写成 
了 ] 1 1 
es es ee 
+ 人 7 2 4 ) 


上 式 表 示 流 线 是 一 艇 圆周 与 x 轴 相 册 , 轿 心 在 7 轴 上 上 且 噬 
离 坐 标 原 点 为 1726 的 圆周 曲线 ,如 图 6.9 所 示 。 
邻 赦 函数 为 常数 ,同样 可 以 得 到 相应 的 等 势 织 , 即 图 .9 惕 极 流 的 流 线 和 等 势 并 
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mw ea 1 I 『 本 于 sr 


流体 妃子 


r + [二 ) = (6. 3. 33) 


上 式 表 示 等 势 线 是 一 锐 圆 周 与 y 轴 相 切 .圆心 在 * 轴 上 且 距 离 坐 标 原点 为 1/2C 的 对 周 曲 钱 ， 
如 图 6.9 所 示 。 显 然 ,等 势 线 与 流 线 正 交 。 偶 极 流 是 用 于 求解 绕 图 柱 无 旋 流 动 的 基本 无 旋 流 。 


6.4 理想 流体 绕 圆柱 的 流动 


长 园 柱 物体 在 静止 流 场 中 作 匀 速 直线 运动 ,在 静坐 标 系 中 观察 到 绕 贺 柱 的 流体 运动 是 非 
定常 的 ,其 速度 分 布 如 图 6.7 所 示 。 采 用 回 结 在 圆柱 物体 的 动 坐标 系 ,在 其 中 观察 到 伐 圆 柱 的 
流体 运动 是 定常 的 。 于 是 ,问题 转化 为 作 色 器 直线 流动 的 流体 锐 静 止 的 长 图 柱 物体 运动 。 


5.4.1 理想 流体 娆 圆柱 体 流动 


{1) 势 画 数 和 流 函 数 
设 绕 半 径 为 nm 的 静止 长 圆柱 物 体 的 均匀 来 流 是 理想 流体 ,来 流速 度 为 U。 ,压力 为 po。 如 
果 忽 略 长 圆柱 的 端 效应 ,将 流动 问题 视 为 二 维 流 动 , 可 以 应 用 均匀 流 和 个 极 流 登 加 求解 流体 绕 
长 圆柱 流动 问题 。 将 (6. 3.2) 式 和 (6.3.31) 式 得 加 ,可 得 绕 长 图 柱 流 动 的 访 睫 数 为 
时 下 _ MH 1 
= Uy re U7|[! 2nU, x ,| 


-i 
为 了 确定 式 中 侦 极 矩 的 数值 , 令 业 =0, 由 (6.4.1) 式 得 到 零 流 线 方 程 


MN 1 / 
二 . = 看, 4. 之 
"| 27U,. x + | , ) 


(6.4.1,) 


由 上 式 得 
y =0, P+ = (6.4.3) 
流体 不 能 穿 延 物 体 表面 , 绕 圆柱 贴 附 在 其 表面 的 边界 流 线 是 零度 线 ， 因此 , 偶 极 矩 措 庶 满足 
的 流动 边界 条 件 为 
MH  ， 
pT = Th (6. 4. 4) 


上 式 表明 ,由 (6.4.3) 式 确定 的 零 流 线 是 圆心 位 于 坐标 原点 、 
半 往 为 m 的 圈 , 以 及 ox 轴 与 该 圆 连接 的 两 个 分 支 ,如 图 6. 10 
所 示 ,分 支点 是 4 点 和 ff 点。 流体 绕 过 圆柱 体 表 面 时 , 流 线 
图 6. 10 绕 回 柱 体 的 流动 先 在 4 点 分 开 , 然 后 在 5 点 汇合 。 霍 流 线 可 表示 为 
(6.4.5) 
y= (x -mtrm) 
于 是 ,根据 拉 普 拉 斯 方程 的 钱 性 性 质 , 由 均匀 流 和 侦 极 流 释 加 得 到 的 流体 嫉 轿 柱 体 的 流 函 数 。 
满足 边界 条 件 (6.4.4) 式 的 流 函 数 为 


| 3 
中 = vy(1 - a )= v. (1 -~ Srsing (6. 4.6) 
* + F 


] 4 
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式 中 rzm。 同 理 , 由 均匀 流 和 侦 极 流 玛 加 得 到 的 流体 绕 圆 柱 体 的 速度 势 ,满足 边界 条 件 时 为 


2 l | 
2 (6., 4.7) 
Ur *|1 .3 | 二 v1 + 全 reosb 
{2) 速 度 分 布 
在 极 坐 标 中 ,流体 绕 色 圆柱 体 的 速度 分 布 与 速度 势 的 关系 为 
浊 = 和 = 0.{ -全 jeoss (6. 4. 8) 
su = 人 (6.4.9) 


当 了 = 时 ,满足 边界 条 件 的 速度 分 布 为 

ue = — 2, aing 
上 式 表 明 ,圆柱 体 表面 的 速度 大 小 为 20. sin8, 方 向 沿 
圆 局 切线 方 向 ,人 负 号 表示 流体 流动 方向 与 8 衣 的 方向 ra) 
相反 ,如 图 6.10 所 示 。 当 8=180° 时 ,A 点 称 为 前 临界 
点 (了 驻 点 ) ,其 速度 us =04: 当 8=0s 时 .点 称 为 后 临界 
点 { 驻 点 ) ,其 速度 wc =0。 当 8=90? 时 ,速度 具有 最 
大 值 2U. , 即 等 于 无 限 远 处 来 流速 度 的 两 倍 。 

对 无 限 远 处 来 流速 度 的 投影 可 以 作 吉 下 说 明 。 
(6.6.8) 式 表明 , 径 向 速度 wu, 随 流 体 离开 男 柱 体 轴线 
距离 rr 增 大 而 增 大 , 当 r = ww 时, nx, = 站 。cosbg。 (b) 
016.6.9) 式 表明 , 切 向 速度 ww 随 流 体 离开 圆柱 体 轴 线 。 图 5.11 绕 贺 柱 体 的 速度 与 压力 向 布 
虑 离 r 增 大 而 减 小 , 当 r= 吕 时 ,= -1 ain6。 

流体 绕 经 贺 柱 体 的 速度 分 布 ,如 图 6.11{8) 所 未 。 


[6. 4. 101 


【31 压力 分 布 
为 求 绕 圆柱 体 流 动 的 压力 分 布 ,如 不 计 重力 的 影响 ,可 烈 出 下 而 形式 的 伯 努 利 方程 
wr Pr。 
PF = po + 
或 写成 
- 1 ta 【6. 4. 11) 
5 
将 速度 分 布 (6.4,.8) 式 和 (6.4.9) 式 代 人 上 式 , 得 
p-po lg + 1 | r 
———=1- = = 了 一 (sim 人 = cod) 一 一 [看 . 4, 12) 
二 下 [六 r r 
在 圆柱 表面 上 (r=7,) ,压力 分 布 为 
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1 = 1 - 4sin’g (6.4. 13) 
nnt. 
当 8=0° 或 #8=180* 时 , 驻 点 站 点 和 点 处 的 压力 为 
p, = pe = po + 5pU, (6.4, 14) 
当 =90? 或 8=270° 时 ,圆柱 表面 上 点 如 点 和 下 点 DD 点 处 的 压力 为 
ps = po = po - TpU: (6.4.15) 


流体 绕 经 圆柱 体 的 压力 分 布 ,如 图 6.11(b) 所 示 。 由 图 6. 11(b) 可 看 出 ,在 86=0° ~90° 的 
范围 内 计算 值 与 实验 值 相 差 很 大 ,这 是 由 于 宙 有 考虑 到 粘性 的 影响 。 事 实 上 ,实际 流体 流 过 图 
柱 体 表面 时 , 柱 体 表面 薄 层 流体 的 粘性 力 影 响 很 大 。 在 8=70° ~ 100° 的 范围 内 ,流体 将 与 柱 
体 发 生 分 离 ,不 再 巾 附 在 柱 惧 表面 上 ,而 在 性 体 后 缘 形成 涡 旋 区 。 

根据 圆柱 体 表 面 的 压力 分 布 ,可 以 计算 出 柱 体 受到 流体 作用 力 的 大 小 。 采 用 理想 流 悼 模 
型 计算 ,圆柱 体 只 受到 来 流 的 对 称 性 压力 ,受到 的 阻力 等 于 零 。 显 然 ,阻力 等 于 零 的 结论 与 实 
际 情况 相 违 背 。 贺 柱 体 在 理想 流体 中 运动 时 受到 章 阻 力 等 于 零 ,但 是 实际 情况 中 阻力 却 不 等 
于 零 , 关 名 的 达 半 伯 悖 理 表 述 了 这 一 矛盾 现象 。 达 并 伯 悖 理 反 映 出 采用 理想 流 悼 模型 的 局 限 
性 。 

(4) 附加 质量 

物体 在 静止 流体 中 开始 运动 时 ,也 会 引起 周 国 流体 开始 运动 。 物 体 在 静止 流体 中 以 定常 
速度 运动 ,所 获得 的 动能 是 物体 的 动能 ,和 引起 运动 的 流体 质点 的 动能 ;之 和 , 即 


E = E,+E,= MU + | pl + 二 有) drdyds (0.4.16) 


其 中 ,VW 是 运动 物体 的 速度 ,wu, ,uw,,u, 是 由 于 物体 运动 引起 流体 运动 的 速度 分 后 。 

提供 给 物体 运动 的 能 量 大 于 物体 自身 运动 所 需要 的 能 量 ,就 好 像 是 增 大 了 质量 的 物体 在 
运动 。 以 速度 忌 运 动 . 动 能 与 怠 相 等 时 所 共有 的 物体 质量 叫做 附加 质量 ,用 和 届 / 表 示 。 引 起 运 
动 的 流体 古 点 的 动能 为 


] a / 
E, = TMU (6.4.17) 

附加 奈 基 与 物体 的 实际 奈 量 之 和 ,叫做 物体 的 视 庄 量 , 以 革 , 表 之 , 即 
M, = M+ 机, (6.4.18) 


根据 物体 引起 流体 流动 的 速度 分 量 ,可 以 计算 出 物体 在 流体 中 运动 的 附加 质量 。 
圆柱 体 以 速度 上 5 运动 时 , 流 晒 数 为 
Te Using 
速度 人 对 量 为 


生 
由 ， 三 SR -PieosB 
r dg r 


3 
r nm 
Ws = 一 和 = -Using 
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速度 的 平方 为 


引起 运动 的 流体 质点 的 动能 为 


Er -3| Zrp) dr = mprit | Es i 
2 mF | jr FF 


l PE | 2 
"Pn FM 
由 上 式 可 求 得 图 柱 体 的 附加 质量 为 
M, = Tpra (6.4.19) 
各 种 不 同形 状 的 物体 具有 不 同 的 附加 质量 ,边界 条 件 对 附加 质量 也 有 影响 。 所 以 ,附加 质 


攻 必 须 结 侣 具体 流 场 求 取 。 
6.4.2 有 环 量 的 绕 辕 柱 流动 


无 旋 运 动 的 环 量 竺 于 零 ,有 旋 运 动 中 环 量 可 以 作为 流体 旋转 强 般 的 度量 。 有 环 量 存在 的 
时 圆柱 流动 ,是 一 种 无 旋 流 动 与 有 旋 运 动 同 时 存在 的 复杂 流 场 ,这 种 流 场 中 ,因为 出 现 环 重 而 
慎 运 动 流体 对 物体 产生 升力 的 现象 ( 称 为 马 格 努 斯 效应 ) ,在 工程 中 有 重要 的 应 用 。 

设 流 场 中 有 一 无 限 长 圆柱 体 绕 自身 轴线 以 角 速 诬 旋转 ,流体 由 于 粘性 贴 附 在 柱 体 表面 
上 随 之 旋转 ,犹如 一 要 孤立 泣 管 , 管 外 流体 作 无 旋 运 动 ,管内 流 悚 以 角速度 wm 作 有 旋 运 动 。 整 
个 流 场 由 于 柱 体 自转 具有 环 量 T。 流体 横向 绕 过 旋转 柱 体 的 两 侧 时 ,如 果 线 流速 度 与 柱 体 旋 
转速 度 的 方向 一 致 , 则 绕 流 速度 与 旋转 建 度 登 加 ; 绕 流 速度 与 柱 体 旋转 速度 的 方向 相反 , 则 经 
流速 度 与 旋转 速度 部 分 抵消 。 于 是 , 柱 体 两 侧 速 度 不 是 一 样 大 小 。 如 果 速 度 较 大 的 一 个 是 柱 
恒 表 面 的 上 方 ,根据 伯 努 利 方程 , 柱 体 表面 上 
方 低 于 下方 的 压力 , 柱 体 因此 受到 了 横向 力 
的 作用 , 当 横 向 力 方向 癌 上 时 称 为 升力 。 总 
之 , 流 场 中 因为 柱 体 旋转 面具 有 环 基 , 环 基 的 
出 现 使 运动 流体 中 的 物体 受到 了 升力 。 确 定 
流 场 的 速度 分 布 后 , 柱 体 受 到 的 升力 可 以 通 
过 其 表面 的 压力 分 布 求 得 。 

{1) 速度 分 布 

根据 流 场 的 具体 情况 ,通过 选择 基本 无 
旋 流 重 加 ,求解 拉 普 拉 斯 方程 可 以 得 到 流 场 
的 速度 分 布 。 如 图 所 12 所 示 , 绞 半径 为 5, 的 
圆柱 体 的 有 环 量 流动 ,不 再 对 称 于 * 轴 。 对 
于 顺 时 针 环 流 , 流 场 的 速度 抒 函 数 由 理想 流 画 6.12 绕 有 环流 的 园 柱 体 的 流动 


体 绕 圆柱 体 的 回放 势 (6.4.7) 式 和 环流 的 速度 势 46. 3.20) 式 ( 式 中 符号 相反 ) 登 加 得 到 , 即 


旦 
= | 元 辣 证 二 芋 - 6. 4. 20 
wp = U. (1 + jreos 2 一 (6. 4. 20) 


流 场 的 流 函 数 由 理想 流体 绕 圆 柱 体 的 流 函 数 (6. 3.6) 式 和 环流 的 流 函 数 (6. 3, 15) 式 ( 式 中 符 
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号 相反 ) 疮 加 得 到 , 即 
= 呈 no FBin 二 F 
b= U.(1 - 马 | 0 + 5 (6.4.21) 
(6. 44.20) 和 (6.4.21) 式 中 ,r 宇 r,。 
由 流 场 的 速度 势 函 数 (65. 4.20) 式 ,可 以 求 得 流 场 的 连 度 分 布 为 


(6,4. 22 1) 


上 式 表明 , 柱 体 上 方 的 速度 由 直线 平移 流动 速度 和 环流 速度 伍 加 得 到 , 柱 体 下 方 的 速度 由 直线 
平移 流动 速度 和 环 芒 速 度 相 减 得 到 ,因此 , 柱 体 上 方 的 速度 比 下 方 的 囊 度 要 大 。 
在 柱 体 表 曾 上 ,将 r=7 代 人 (6.4, 22) 式 ,得 到 


下， 三 必 
| (6. 4d. 23 ) 


uw =—2U_sing 一 = 二 
二 而 Fo 


柱 体 上 速度 为 零 的 临界 点 位 于 柱 体 下 方 。 令 w =0, 可 得 


(6. 4. 24) 


上 式 给 出 临界 点 位 置 的 三 种 情况 : 

1) 当 厂 <4wmU 时 ,分 别 位 于 180? <8 <270* 和 270* <8,<360*, 有 爽 个 对 称 分 布 的 临 
界 点 ,如 图 后. 12(b) 所 示 ，; 

2) 当 厂 =4wnU, 时 ,8 =270" 和 上 =270", 两 个 临界 点 音 二 为 一 ,位 于 柱 体 表 面 y 轴 的 
正 下 方 , 如 图 6. 12tc) 所 示 ; 

3) 当 厂 >4wmU. 时 ,在 柱 杜 表面 以 外 有 一 个 临界 点 ,这 种 情况 下 ,在 柱 体 表 画 周围 形成 了 
一 个 非 圆 形 流 线 的 环流 运动 区 域 ,如 图 6. 12{d) 所 示 。 

(2} 压 力 分 布 

由 理想 流体 绕 四 柱 流动 的 压力 分 布 (6.4,. 131 式 和 速度 分 布 16.4. 221 式 , 宴 


一 uD 3 
= (这 = “全 (sin 四 一 cos 他) 一 


[6.4.25) 
» I | 六 re 
i 一 一 一 一 一 一 | aa 
ram ri TD (i Jsine 
在 柱 面 上 ,将 r=r, 代 人 人 (6.4.25) 式 ,得 到 
ke | Ee SS {6.4.26) 
FPU: We ode TH 
或 
1 U r 
p= po +pU, - § (40 jin + Seeing + | (6.4.27) 
< 2 Tr 下 


由 上 式 可 知 ,压力 分 布 对 称 于 轴 ,而 不 对 称 于 * 轴 。 由 于 wing 在 180* <8<360° 范 团 内 均 为 
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负 值 ,所 以 圆柱 体 表面 下 半 部 分 各 点 的 压力 处 处 大 于 上 半 部 分 各 点 的 压力 ,最 大 压力 在 申办 点 
处 ,最 小 压力 在 圆柱 迟 截 面 的 顶点 。 因 此 ,对 于 氏 贺 柱 体 的 有 环 量 的 无 旋 运 动 , 圆 柱 伴 表 面 上 
的 压力 分 布 不 仅 与 U。 和 #8 有 关 , 而 和 且 与 速度 环 量 有 关 。 
(3) 马 格 努 斯 效应 
作用 在 圆柱 体 上 的 力 , 如 图 6 13 所 示 。 和 作用 在 圆柱 体 上 
的 压力 合力 在 x 轴 和 y 轴 上 的 投影 分 别 为 F, 和 瑟 。 作 用 于 
长 度 为 5, 宽度 为 r,d8 的 微 元 面积 上 的 压力 投影 为 
全 = 一 prbcosddp 
dF, = 一 Probsingdy 图 6.13 柱 体 上 的 作用 力 
将 (6.4.27) 式 代入 上 式 , 得 到 


dF = 一 | ns + repbU: 一 2rpb Ui sin 如 一 


bu : 
E 一 8i 一 2 ) cos6d6 


Tr 


dP, = - (robpo + rap 天 -2r p8tP win2g - 


| ed 
再 


Br r, 

积分 上 式 得 

《6.4 28 ) 

P = phrv. 
上 式 表 明 ,理想 流体 作 有 环 量 的 平移 流动 时 ,对 产生 环 量 的 绕 轴 线 自 旋 的 长 圆柱 体 作 用 的 力 ， 
是 与 圆柱 体 自 旋 轴线 垂直 的 横向 力 ,通常 称 为 升力 。 升 力 的 方向 可 由 来 流速 度 兴 量 方 同 逆 环 
流 方向 转 过 90* 得 到 。 因 为 是 理想 流体 线 回 柱 体 流动 ,所 以 较 柱 仁 在 水 平方 向 受 到 的 阻力 为 
零 。 


6.5 有 和 旋 运 动 


在 流体 流动 的 部 分 区 域内 ,如 果 流 体 的 速度 旋 度 rotn 0, 则 流体 的 运动 称 为 有 旋 运 动 。 
自然 界 和 工程 实际 中 ,多 大 字数 流体 运动 都 县 不 能 忽略 流体 涡 旋 影响 的 有 族 和 运动 。 因 此 ,认识 
沁 旋 运动 的 性 质 , 了 解 流体 涡 旋 的 发 生 及 其 变化 规律 ,对 研究 流体 的 有 旋 运 动 有 重要 的 理论 和 
实际 意义 。 


5,5.1 调 施 场 


(1}) 调 施 场 
设 流 体 流 动 的 区 域 有 旋 , 刚 任 一 固定 时 刻 在 流动 区 域内 , 室 间 各 点 都 有 一 个 由 速度 矢量 
的 旋 度 rota 所 确定 的 笑 量 鲨 数 , 从 而 组 成 一 个 吊 敌 渴 旋 场 的 矢量 场 , 记 为 内 , 即 
由 = roth (6.5.1) 
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其 中 ,矢量 人 2 称 为 涡 量 , 它 是 空间 位 置 矢 径 r(x,y,z) 和 时 间 + 的 函数 ， 


n= Dr,t) = fx, 2,1) (6 5. 之 ) 
涡 量 几 在 直 前 坐标 系 中 可 表示 为 
n= +n + kn C6. 5, 3) 
式 中 习 . ,0 , 几 是 调和 量 如 的 三 个 直角 坐标 分 量 。 如 果 速 度 矢 量 w 在 直角 坐标 系 中 表示 为 
NH = I, + ju, + kn, {6. 5. 二) 
由 流体 微 图 变形 加 度 张 量 可 知 , 涡 量 吕 是 角速度 w 的 两 信 , 则 涡 量 上 的 三 个 直角 坐标 分 量 分 
别 超 
人 = st 一 = 2 
DY Ej 
J 6. 5. 5 
.= i EE = 4 \ 
Gu du 
= a 2 加 
式 中 多,,w, ,om, 是 角速度 种 的 三 个 直角 坐标 分 量 。 
【21 遍 线 、. 调 面 和 油管 


同一 时 刻 ,在 涡 旋 场 中 如 果 有 一 条 由 不 同 流体 质点 组 成 的 
曲线 ,曲线 上 每 一 点 的 切线 方向 和 该 点 的 调 量 方向 重合 , 则 是 
义 这 条 流体 质点 线 为 注 线 。 显 热 ,组 成 泗 线 的 流体 质点 都 绕 讽 
线 的 切线 方向 旋转 ,如 图 6. 14 所 示 。 若 调 线 上 与 点 的 切线 方 
向 一 致 的 弧 元 素 和 朱 量 为 由 ,根据 定义 可 以 给 出 下 面 矢 量 形式 


图 6 14 讽 厂 的 调 线 方程 
mxdr=n (6. 5.6) 
将 讽 线 微分 方程 (6.5.6) 写 成 直角 坐标 系 形 式 为 
dx dy dz 


pe 6. 5.7 
并 二 有 【下 DD (r,t) ( ) 


在 涡 旋 场 中 ,过 一 条 非 调 线 的 曲 钱 上 每 一 点 作词 线 ,这 些 油 线 组 成 的 曲面 称 为 调 面 。 虑 一 
条 不 自 交 . 非 滴 线 的 封闭 曲线 ,过 曲线 上 每 一 点 作 涡 线 , 这 些 涡 线 组 成 一 个 管状 曲面 , 称 为 讽 
管 。 如 果 封 闭 曲 线 无 限 小 ,组 成 的 油管 为 涡 管 元 。 所 谓 弧 立 涡 管 ,是 指 这 根 褒 管 周围 流体 的 涡 
旋 都 为 等 。 


6.5.2 斯 托 克 斯 定理 


涡 通 量 和 速度 环 量 都 是 表征 涡 施 强度 的 物理 量 , 它 们 之 
间 的 紧密 联系 由 斯 托 克 斯 公式 揭示 出 来 。 

(1) 涡 通 量 

给 定 一 渴 旋 场 0{r,:)。 在 场 内 任 取 一 曲面 5, 见 图 
6. 15, 它 可 以 是 封闭 的 也 可 以 是 不 封闭 的 。 在 3 面 上 取 一 面 
积 元 素 d5, 在 d5 上 任 取 一 点 村 , 作 5 面 在 于 点 的 法 线 . 令 n 
是 法 线 方向 的 单位 矢量 。 设 六 代表 让 点 的 涡 量 画 数 , 则 涡 
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量 史 在 法 线 方 向 的 投影 为 
1 =n = cul(n,r) + ff cost n,y) + enatn,s) 【 看, 5, 县) 
定义 广 量 几 通 过 任 一 曲面 3 的 面积 元 ds 的 通 基 为 2.dS。 将 通 基 为 人 2.d5 沿 有 曲面 3 积分 ， 
得 到 讽 量 旭 通 过 3 面 的 神通 量 , 记 为 1, 邵 


J = | .0.45 = | 2 .dS (6. 5.9) 


其 中 ds 是 面积 矢量 。 将 3 视 为 面积 拓 量 时 ,和 天 量 的 大 小 为 4S, 矢量 的 方向 用 其 上 单位 法 线 
失 基 的 正方 癌 表 示 。 
谓 通 量 」 也 叫做 褒 管 强度 , 它 是 表示 议 族 强 轮 的 物理 量 。 如 果 涡 管 截面 为 4, 通 过 该 裁 面 
的 平均 渴 量 为 只 ,由 (6.5.9) 式 可 以 求 得 渴 管 强度 为 
了 = fd (6. 5,10) 
夫 似 好 ,在 速度 场 中 , 流 管 的 坝 面 4 与 通过 该 截面 的 平均 速 应 也 的 蒜 积 册 = U4, 称 为 体积 流 
量 ,也 叫 流 管 强度 , 亡 是 表示 流 庆 大 小 的 物理 量 。 
[2} 速度 环 重 
给 定 一 个 速度 天 量 场 由 Pr。 在 场 内 最 任 意 一 承 封 团 曲 线 工 , 作 线 积分 ,得 到 速度 天 量 总 
褒 昌 村 工 的 过度 环 量 , 记 为 卫 , 即 
r= pu “dr = 上 (ed + ,dy + ,dz) (6.5.11) 


其 中 由 是 封闭 曲线 LL 上 的 矣 元 素 矢 量 ,并 规定 道 时 针 方 向 为 上 的 正方 向 。 由 (6. 5. 11) 式 可 
知 ,速度 环 量 了 玫 征 流 迟 质点 沿 封闭 曲线 工 运动 趋势 的 大 小 。 


(131 斯 托 克 斯 定理 
场 论 中 ,不 忧 玩 于 坐标 系 选 择 的 斯 托 克 斯 公式 为 
fu dr = |rou.ds (6. 5.12) 
斯 托 吏 斯 公式 指示 出 如 度 环 量 等 于 滴 管 强度 ( 鹿 通 量 ) 这 一 事实 ,部 
r=J (6.5.13) 


其 中 5 面 张 于 封闭 曲线 上 上 ,法 线 单 位 矢量 的 正方 向 与 上 的 正方 疝 组 成 右手 蝶 旋 系统 ,如 图 
6. 15 所 示 。 (6.5. 13) 式 称 为 斯 托 克 斯 定理 。 

在 理论 和 实验 中 ,依据 斯 托 克 斯 公式 46.5. 12) ,利用 速度 环 量 来 考察 请 场 刘 旋 强 弱 程度 ， 
往往 比 采 用 遍 通 量 来 考察 夏 便 利得 和 多。 因为 ,速度 环 量 是 线 积分 且 被 积 男 数 是 速度 本 身 , 而 涡 
通 量 是 而 积分 ,被 积 函 数 却 是 速度 的 偏 导数 。 由 于 速度 是 欧 拉 方法 描述 流 场 的 基本 矢量 ,有 些 
情况 下 ,只 能 利用 速度 环 景 来 描写 涡 旋 的 强度 。 


6.5.3 调 识 运动 的 性 质 


涡 旋 场 是 无 源 场 , 因 为 渔 旋 场 的 散 度 为 零 , 即 
div = 人 (YX = (6. 5, 14) 
依据 场 论 中 无 源 场 的 性 质 , 可 以 对 涡 旋 运动 的 性 质 作 如 下 描述 : 
1) 调 旋 矢 基 史 通过 刘 管 任 一 截面 上 的 讽 通 量 保持 同一 数值 ， 
2+ 调 管 不 能 在 渴 旋 场 内 发 生 或 瑟 止 ,只 可 能 伸延 至 无 穷 近 靠 在 区 域 边 界 上 或 自 成 封闭 油 
管 
13] 
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3) 涡 旋 矢 量 用 通过 张 于 一 已 知 辕 线 上 的 所 有 曲面 5 上 的 涡 通 量 都 相同 ,也 就 是 说 涡 通 量 
只 依赖 于 局 线 工 而 与 所 张 的 曲面 3 的 形状 无 美 。 

给 定 一 油管 , 任 取 该 油管 的 两 个 截面 4 和 4,。 截 面 4, 和 4, 之 间 的 油管 侧面 4,{ 涡 面 ) 
与 两 个 截面 组 成 一 个 封闭 曲面 5, 封闭 曲面 3 内 的 体积 为 VY。 对 封闭 曲面 $ 和 体积 VW 写 出 的 奥 
疝 公 式 为 


$ fh.d5 = | divod 
因为 涡 旋 场 无 源 , 将 (6.5. 14) 式 代入 上 式 , 得 到 
| .2.45 = 0 
式 中 积分 曲面 8 =4, +4, + 4 ,上 式 可 以 改写 为 
| 245 + | n.ds + [ mds =0 
其 中 对 截面 4, 取 内 法 线 方 向 ,对 截面 4 和 涡 管 侧面 4, 取 外 法 线 方向 在 高 管 侧 面 4,( 误 面 ) 
上 没有 涡 话 矢量 人 0 通过 , 即 人 2, =0, 于 是 
| .ds =0 
最 后 得 到 
| .2.43 = | .2.ds 
上 芭 表 明神 旋 运 动 的 性 质 1) ; 注 旋 矢 量 习 通过 涡 管 尾 一 截面 上 的 潢 通 其 保持 同一 数值 
性 质 2) 是 性 质 1) 的 推论 。 久 为 如 果 涡 管 在 油 旋 场 内 败 生 或 终止 ,刚性 质 1) 不 能 成 立 . 
设 网 个 张 于 周 线 上 的 尾 意 曲面 5 和 $ 组 成 的 封闭 曲面 83, 以 及 封闭 曲面 5 包围 的 体积 
V。 对 封闭 曲面 $ 和 体积 了 应 用 奥 高 公式 ,有 
| divndv = | ,0.d5 - | ,dS = 
式 中 对 曲面 5, 取 外 法 线 方向 ,对 曲面 5, 取 内 法 线 方 向 。 由 上 式 推出 
2.d5 中 | ,9.4s 


上 式 表明 视 施 运 动 的 性 质 3) ;说 旋 舌 量 避 通 过 张 于 一 已 知 周 线 虐 的 所 有 曲面 5 上 的 涡 通 量 都 


相同 。 
5,5,4 变 旭 替 烟 方 各 
(1 牛顿 流体 涡 施 微分 方程 
粘性 系数 等 于 江 数 (= 常数 ) 的 流体 称 为 牛顿 流体 ， 牛 瑟 流 体 的 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 形式 的 
运动 方程 为 
V+ = F -Vp+vhu+ 3rV(V :nu) 【6. 5. 13) 


方程 左 庄 是 单位 质量 上 的 动量 变化 , 即 速度 的 随 体 导数 du 出 ,等 于 当地 加 速度 anal 和 变 位 
加 速度 (a， YV)a 之 和 。 变 位 加 速度 已 利用 下 面 的 场 论 公式 


| 
(H+: WE = grad 和 -x rotn 
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改写 为 式 中 的 形式 。 方 程 右 端 是 引起 单位 质量 上 的 动量 变化 的 三 种 力 的 因素 , 即 外 力 下 ;压力 
梯度 ;粘性 应 力 ,其 中 v 是 运动 粘度 。 
对 (6. 5. 15) 式 两 边 取 旋 度 ,得 到 


We + VY x(xnu) = 
{6.5.16) 
yxF-o * (vp)+ Vx (vAu) + 二 x (yT (Vu)) 
利用 场 论 公式 
rot(tdt x nH) = (we VN Vn + dive - Hdivi} 
考虑 到 Y :好 =0,(6. 5.16) 起 左边 可 枚 与 为 
vy x (fxu) = (0 Yu + (Vw) 
将 上 式 代 人 (6. 5. 16) 式 ,得 
(6.5.17) 
网 其 可 一 网 (Svp)+ VV Xx {yAnN) + Vv Xp 
上 式 是 牛顿 流体 的 调 旋 微分 方程 , 即 粘性 为 常数 时 讽 旋 矢量 应 该 满足 的 微分 方程 。 
12) 朗 姆 冒 蓝 方程 
流体 满足 理想 . 正 压 是 外力 有 势 的 条 件 为 
w=0, F=- wv, vp= vn (6.5.18) 


式 中 ，V 是 力 势 函 数 ;本 = | 空 是 压力 势 函数 。 将 (6. 5. 18) 式 代入 (6. 5. 17) 式 , 训 施 微分 方 


程 变 为 
(Ne Vu + (Ven) -0 (6. 5.19) 
上 式 称 为 记 姆 旱 兹 方程 。 
不 可 压 六 粘 性 流体 在 有 势 外 力作 用 下 , 涡 旋 矢量 满足 的 微分 方程 是 
(QV)u =rAn (6, 5. 20) 
理想 不 可 压缩 流体 在 有 势 外 力作 用 下 , 议 旋 矢量 满足 的 微分 方程 是 
(QV)u=0 (6. 5. 21) 


6,5.5 理想 . 正 压 .外 力 有 势 流体 的 遍 旋 运动 性 质 


(1) 凯 尔 文 定理 
理想 , 正 压 且 外 力 有 势 流体 , 沿 任 一 封闭 流体 质点 线 和 通过 任 一 流体 质点 组 成 的 曲面 的 浊 

通 量 在 运动 过 程 中 恒 不 变 。 
凯 尔 文 定理 证 明 ,在 理想 . 正 压 . 外 力 有 势 流体 的 运动 过 程 中 , 沿 尾 一 封闭 流体 质点 线 的 速 
度 环 量 和 通过 流体 质点 组 成 的 任 一 曲面 的 涡 通 量 守 恒 。 利 用 凯 尔 文 定理 推导 出 的 拉 格 朗 日 定 
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理 , 证 明了 理想 . 正 压 .外 力 有 势 流体 中 涡 旋 的 某 些 动力 学 人 性质 ， 涡 旋 在 理想 , 正 压 .外 力 有 势 
流 悼 运动 过 程 中 的 随 体 变化 规律 ,由 卖 姆 电 兹 第 一 定理 和 记 嫂 四 慈 第 二 定理 给 出 。 
某 一 固定 时 刻 , 沿 一 条 由 流体 质点 组 成 的 封闭 流体 线 上 的 速度 环 量 了 的 随 体 导数 为 


dT 一 d 到 ess E 再 Ce 1， 里 1.， | 四 
下 = 了 [本 sr =F Sr $= Vp Sr + $vCAw + 3 VIV -wu ))}* Br 
{6. 5,. 22) 


通过 张 于 流体 线 工 上 的 任 一 曲面 $ 的 刘 通 量 /的 随 体 导 数 为 


4 -dfPp.ss- (2 a 
di di 和 85 = | |( 宇 -(0 Vu+filYV u) | BB 二 


|Y x 开 .55 -| Y x (sv) 85+.Y x 《BA + 9(Y DEN 


(6. 5. 23) 
根据 斯 托 克 斯 定理 ,有 


af _ 友 (6. 5. 24) 
di dt 


(6. 5.22) 16.5.23) 和 (6.5.24) 式 表明 ,外 力 ,压力 梯度 和 类 性 力 沿 封 闭 流 垢 线 上 的 速度 环 量 
是 引起 速度 坏 量 和 说 通 量 /的 随 体 导数 变化 的 因素 。 

如 果 流 体 理想 . 正 压 上 且 外 力 有 势 , 则 速度 环 量 了 的 随 体 导 数 16. 5. 22) 式 和 渴 通 量 7 的 随 
体 导数 (6. 5. 23) 式 为 零 。 因 为 ,如 果 是 理想 流体 , 则 粘性 力 等 于 零 ,那么 粘性 力 沿 封闭 访 体 线 
上 的 速度 环 量 为 零 , 导致 广 通 量 发 生变 化 的 粘性 力也 不 起 作用 ,有 


和 [An + 了 VCV .jsr = | > x {van + 3vV(V .15S =0 


如 果 外 力 有 势 , 即 玉 = -YY, 则 外 力 治 封闭 流体 线 工 的 速度 环 量 为 零 ,也 不 会 引起 渴 通 量 发 
生变 化 ,有 


yxpP) 55 -Fair =- -vr =-far=0 


如 果 流 体 正 压 , 即 一 Vp -了 厅 , 则 压力 梯度 沿 封闭 流体 线 工 的 速度 环 量 为 零 ,不 会 引起 涡 通 量 
发 生变 化 ,有 
| ,fr .gr da _ 
人 (v2) is = $ 和 vp"* Sr = $ va Br = $51 = 洛 


于 是 ， 
a - 史 -0 (6.5. 25) 
a a | 
积分 得 
T= 常数 ，J = 常数 
上 面 的 结论 正 是 凯 尔 文 定理 囊 述 的 肉 容 ， 
利用 凯 尔 文 定理 可 以 证 明 由 拉 格 朗 日 定理 表述 的 内 容 , 妈 理想 . 正 压 流体 在 有 执 外 力作 用 
下 ,无 许 则 未 过 无 诈 , 有 族 则 永和 有 诈 . 
(2) 拉 格 朗 日 定理 { 涡 旋 不 生 不 页 定理 ) 
如 果 流 体 理想 ., 正 压 , 且 外 力 有 势 ,初始 时 刻 在 基部 分 流体 内 有 旋 , 则 以 前 或 以 后 任 一 时 肇 
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这 部 分 流体 内 都 有 旋 ; 反 之 ,初始 时 刻 在 某 部 分 流体 内 无 旋 , 则 以 前 或 以 后 任 一 时 刻 这 部 分 流 
体内 都 无 旋 。 

在 流体 理想 , 正 压 , 且 外 力 有 势 的 假定 下 , 谈 姆 答 兹 第 一 定理 和 变 姆 顷 兹 第 二 定理 给 出 了 
调 旋 的 随 体 变化 规律 。 

131) 玄 姆 霍 兹 第 一 定理 ( 遍 线 保持 定理 |) 

如 果 流 体 是 理想 、 正 压 的 , 且 外 力 有 势 , 则 在 某 时 刻 组 成 澳 线 的 流体 质点 在 前 一 时 刘 利 后 
一 时 刻 也 永远 组 成 油 线 ， 

类 似 潢 线 保 持 定理 的 表述 , 渴 面 保持 定理 可 以 表述 为 :如果 流体 是 理想 . 正 压 的 , 且 外 力 有 
势 , 则 在 某 时 刻 组 成 泗 面 的 流体 质点 在 前 一 时 蓝 和 后 一 时 刻 也 永远 组 成 高 面 。 刘 管 保持 定理 
可 以 表述 为 :如 果 流 体 是 理想 . 正 压 的 , 且 外 力 有 势 , 则 在 某 时 刻 组 成 说 管 的 流体 质点 在 前 一 时 
肇 和 后 一 时 肇 也 永远 组 成 满 管 。 

利用 凯 尔 文 定理 可 以 导出 ,流体 是 理想 , 正 压 的 , 且 外 力 有 势 条 件 下 油管 强 诬 守恒。 这 征 
误 姆 霍 兹 第 二 定理 霖 述 的 内 容 。 

{4}) 变 姆 填 癌 第 一 定理 ( 广 管 强度 保持 定理 ) 

如 果 流 体 是 理想 . 正 压 的 , 且 外 力 有 势 , 则 油管 的 强度 在 运动 过 程 中 和 恒 不 变 。 

以 上 定理 全 向 地 描述 了 理想 、 止 压 、 外 力 有 势 流体 的 涡 旋 运动 性 质 , 并 据 示 出 粘性 .不 正 
压 ,外力 无 势 是 产生 洽 旋 的 三 个 要 素 ， 


习 是 


6.1 液体 射流 冲击 平面 ,可 以 近似 看 做 二 维 驻 点 流 ,如 图 所 示 。 者 *=y=0 是 驻 点 , 驻 点 
压力 为 四, 在 驻 点 处 流体 问 相 皮 两 个 方向 分 成 两 股 。 已 
知 该 流 场 的 流 画 数 为 : 

pv =— ox 
a 为 常数 。 试 求 速度 分 量 u,,u, 以 及 压力 分 布 ,并 画 出 流 
线 。( 答 案 :p = 四 -pa (x +y )/2) 
56.2 理想 不 可 压 纲 彼 体 作 克 旋 运动 ,已 地 速 度 势 为 
21 


~ +Y + 
如 果 在 运动 过 程 中 ,点 (1,1,1) 上 的 压力 总 基 pi =|, 2kg/cm 。 令 p, =1, 求 运动 开始 20s 后 ， 


点 (4,4,2) 的 压力 。 (答案 :5 =0.286kg/em ) 
6.3 前 切 流 动 的 速度 场 为 
Ws = 07, HH = u,=0 
其 中 a 是 常数 , 流 线 是 平行 x 轴 的 直线 ,试问 流 场 是 有 旋 还 是 无 旋 ? ( 管 案 ; 流 场 处 处 有 旋 ) 
6.4 点 涡 运 动 的 速 庶 场 为 


u, 三， 王 三 


其 中 5 是 常数 , 流 线 是 以 原点 为 中 心 的 同心 圆 , 试 问 流 场 是 有 旋 还 是 无 旋 ? 【答案 :当天 0 时 ， 
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流 场 处 处 无 旋 ) 
J 
晤 5.3 附 图 是 5.4 附 图 
6.5 下 列 流动 中 < 为 常数 , 试 判别 这 些 闹 动 是 否 有 旋 , 并 作出 流 线 形 状 ; 
CU, =ey ,ut, =u, =0; (2)u, =00, =u, =0, 
(3)u, = -cu, = =0; 4) = = ,= ,=0, 


x ty + 


6.6 试 判 别 下 列 流动 分 别 是 几 维 流动 ? 其 中 哪些 有 是 有 旋 流动 ? 哪些 是 定常 流动 ? 


Clu =e = -CY,u, = ery 《让 于， 二 pa, = 2 ,4, =0; 


2 _{s -7)s 
GT ry 


6.7 确定 下 列 流 场 中 的 速度 是 否 满 足 不 可 压 央 流体 的 连续 性 条 件 ; 


(1)u, = = -Ky; (2)u, =E(x +ay +y ),u, =k(x +7 ); 


C3)u, = ksin( x¥) ,wu, = — ksin( xy); tu = Eln(xy) ,hu, = — hy/xo 


6.8 试 证 明 极 坐标 表示 的 不 可 压缩 流体 平面 运动 的 连续 性 方程 和 旋转 角速度 分 别 为 


右 正 ， . 1 du, 加 1 Gus ny 1 Bu. 


ar r F 2868 2 i F r a8 
6.9 已 知 有 族 流 动 的 速度 场 为 
[ = 和 三 +, = +y +s 
求 在 点 (2,2,2) 处 角速度 的 分 量 。( 答 案 :u. = 了 ,wy = -2,w, = -二 ) 
6.10 已 知 有 旋 流 动 的 速度 场 为 


E = 2Y + du, = 2 十 3 = Lx + 4y 
OR 


上 | 
( 管 案 :各 。= 姻 ,= 凶 ， yy = = = pi 


6.11 试 证 明 不 可 压缩 流体 


二 Wi Sy 
是 一 个 有 势 流 动 , 试 求 其 速度 势 。 (答案 : p= + -一 3 


6. 12 a 
( 管 案 :站 =4xy 二 了) 
56.13 下 列 流 陌 数 是 否 是 有 势 流 动 ” 
(1)y = Ray (2)% = -yi 
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(3 = klnry’ ; (4)w =H(1 -jrsing. 
5.14 已 知 速 度 势 =, 求 速 度 分 量 和 流 男 数 , 井 证 明 等 势 线 和 流 图 数 是 正 交 的 。 
( 管 案 :aa =Y ,=*, 芭 = -x )) 


6.15 在 位 于 (1,0) 和 ( -1,0) 两 点 具有 相同 强度 4 的 点 源 , 试 求 在 点 (0,0) ,点 40,1)， 
点 (0, -1) 和 点 41,1) 处 对 应 的 速度 ,i ,as ms。 
点 


5 | 


4 
《 管 案 ;i， =0 ,uu, = = 人 ,Ha 三 之 和 下 3 三 届 ,了 3， = = 一 本， =2 
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真实 流体 都 是 有 粘性 的 。 后 性 流体 运动 中 不 可 避免 地 存在 阻力 . 误 减 和 扩散 现象 , 帖 性 流 
体 运动 时 总 是 伴随 着 内 摩擦 和 传 热 过 程 ,发 生 能 量 耗 损 。 流 体 在 运动 过 程 中 会 受到 阻力 ,阻力 
问题 是 流体 力学 中 最 重要 的 问题 之 一 。 当 粘性 力 比 惯性 力 小 得 多 的 情况 下 ,可 以 将 真实 流体 
棱 没 有 粘性 的 理想 流体 来 处 理 。 理 想 流体 是 真实 流体 的 近似 模型 ,在 解决 阻力 .能 量 耗 散 以 及 
扩散 问题 时 就 完全 和 失效 了 ,要 解决 这 些 问 题 必 须 考虑 流体 的 粘性 。 帖 性 流体 运动 有 层 流 和 兴 
流 两 种 性 质 不 同 的 运动 形 往 。 


7.1 粘性 流体 运动 的 性 质 和 基本 方程 


粘性 流体 运动 有 层 流 和 应 流 两 种 性 质 决 然 不 同 的 运动 形态 。 层 流 的 特征 是 流体 运动 规 
则 , 流 场 中 各 部 分 流体 分 屋 流 动 互 不 摊 混 , 丫 场 稳定 ,质点 轨 线 光滑 。 沛 流 的 特征 则 完全 相反 ， 
流体 运动 极 不 规则 , 流 场 中 各 部 分 流体 激烈 摊 合 , 流 场 极 不 稳定 ,质点 轨 线 杂乱 无 章 。 但 是 , 居 
流 和 消 流 在 一 定 条 忻 下 基 可 以 互相 转化 的 ， 


7.1.1 晨 流 和 灌流 的 互相 转 北 


[1) 雷诺 实验 
1883 年 震 诺 为 了 观察 层 流 和 潮流 的 互相 转化 ,对 图 管内 的 粘性 流体 流动 进行 了 实验 . 雷 
诺 实验 装置 如 图 7. 1 所 示 。 为 了 识 齐 管内 燥 
性 流体 的 流动 情况 ,用 一 根 注 管 将 有 色 液 体 广 
入 到 圆 管内 稳定 流动 的 无 色 液 体 中 ,， 当 管内 
无 色 液 体 的 速度 不 大 时 , 滴 入 管内 的 有 色 液 体 
叶 现 为 清晰 可 见 的 有 色 细 经 。 有 色 细 背 与 管 
内 分 层 流 动 的 无 色 渡 体 互 不 挫 混 ,流体 质点 的 
玫 7. 1 雷诺 试验 装置 轨 线 是 与 管 壁 平行 的 直线 、 这 种 情况 上 ,管内 
无 色 液 体 的 运动 处 十 层 流 状 态 ， 如 打 逐 渐 增加 管内 液体 的 速度 ,有 色 细 丝 开 始 变 粗 ,摆动 如 波 
浪 形 状 。 管 内 液体 速度 继续 增加 ,有 色 波 浪 状 细 丝 的 振幅 和 频率 随 之 增加 , 当 管 内 液体 速度 达 
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到 杀 一 数值 时 ,有 人 色 细 丝 突然 破裂 ,形成 许多 旋涡 向 外 扩散 ,在 很 短 时 间 内 便 消失 ,使 管内 幕 个 
液体 染 成 淡薄 的 颜色 。 这 种 情况 下 ,管内 各 部 分 液体 剧烈 挫 刘 ,流体 质点 的 轨 线 紊乱 ,管内 蘑 
体 的 运动 处 于 汕 流 状态 。 

(2) 临界 轨 诺 数 

雷诺 对 于 不 同 粘性 系数 jy 的 流体 和 不 同 直径 4 的 圈 管 进行 了 大 量 实验 ,发 现 管内 流体 流 
动 皇 现 层 流 状态 还 是 洋流 状态 ,主要 取决 于 管内 流体 平均 速度 4, 并 管 直 径 d 和 运动 粘性 系数 
”组 成 的 无 重 网 数 , 称 这 一 重 网 一 数 为 雷诺 数 , 记 为 

Re = 2 (7.1.1) 

需要 指出 的 是 ,雷诺 数 ( Re =pULpz) 通 常 是 惯性 力 的 典型 大 小 与 粘性 力 的 典型 大 小 的 一 
种 量度 。 如 此 雷诺 数 与 1 相 比 的 数值 很 大 ,而 且 投 有 发 生 流体 边界 层 与 刚性 壁面 分 离 的 情况 ， 
那么 在 整个 流 场 中 ,运动 方程 的 粘性 力作 用 都 可 以 忽略 。 发 生 流 体 边 界 屋 与 刚性 壁面 分 离 时 ， 
无 论 雷 诺 数 多 大 ,粘性 力 都 会 存在 于 流体 与 刚性 壁面 接触 的 一 定 菏 层 内 ,并 发 挥 重要 作用 。 在 
流 场 大 部 分 区 域 可 以 忽略 粘性 力作 用 的 情况 下 ,无 论 粘性 力 多 小 ,都 必须 保证 在 刚性 边界 上 漕 
征 无 洽 务 委 件 。 对 于 大 雷诺 数 流体 ,例如 水 和 空气 ,利用 理想 流体 的 理论 有 很 好 的 近似 。 


7.1.2 粘性 流体 运动 的 性 质 


粘性 流 惧 运 动 过 程 中 总 是 存在 讽 旋 ,并 且 伴 随 涡 旋 不 断 扩 油 而 发 生 能 量 耗 散 。 运 动 有 旋 
性 . 调 旋 扩散 性 和 机 械 能 耗 散 性 是 帖 性 流体 运动 的 基本 性 质 。 

(1) 运 动 有 施 性 

粘性 渡 体 运动 具有 有 旋 性 。 业 性 流体 运动 方程 与 理想 流体 运动 方程 相 比 , 包 了 粘性 力 这 
一 项 。 如 来 是 无 旋 流 动 , 精 性 流体 运动 方程 中 的 精 性 力 项 便 自动 消失 。 粘 性 流体 运动 一 般 是 
有 旋 的 ,因为 粘性 流体 党 物体 表面 运动 无 渭 动 ,离开 表面 的 流体 有 相对 运动 ,在 物体 表面 野 的 
流体 内 存在 速度 梯度 ,使 流 场 的 渴 基 不 为 零 。 由 于 粘性 的 作用 ,这 界 上 产生 的 涡 旋 和 将 向 远 处 扩 
散 ， 

{2) 调 施 扩 散 性 

粘性 流体 运动 具有 涡 旋 扩散 性 。 我 们 用 平板 在 粘性 流 体 中 运动 来 说 明 帖 性 流体 中 涡 旋 扩 
散 的 性 质 。 有 一 无 窃 长 平板 以 速度 上 灾 热 起 动 ,开始 在 精 性 不 可 压 编 流 体 中 作 等 速 运 动 。 语 
平板 表面 的 流体 由 于 峙 性 紧 贴 表面 ,也 以 速度 上 U 眼 随 平 板 运 动 ,平板 之 外 的 流体 仍然 保持 静 
止 状态 。 于 是 ,在 平板 表面 上 的 流体 中 出 现 了 切 向 速度 间断 面 ,形成 一 个 很 薄 的 油层 ,平板 成 
为 亩 旋 的 发 源 地 。 

随 着 时 间 增 长 ,平板 表面 以 外 的 流体 由 近 及 远 逐 步 被 带动 起 来 。 于 是 , 涡 量 由 平板 表面 附 
近 注 量 强 的 地 方向 远离 表面 涡 量 绊 的 地 方 传送 , 油 旋 向 外 扩散 。 扩 向 过 程 中 , 让 板 表面 附近 的 
洞 硬 强度 减弱 , 流 场 中 的 广 量 殉 于 相等 。 如 果 时 间 足 能 长 ,整个 流 场 中 的 流体 都 将 被 带动 起 
来 ,以 至 于 所 有 流体 均 以 速度 运动 ,最 后 广 旋 消失 , 流 场 中 的 损 量 为 专 。 实 际 上 ,在 被 带动 
起 来 的 流体 中 ,垂直 于 流动 方向 的 速度 衰减 很 快 ,因此 流体 运动 过 程 中 的 动量 传递 和 损 旋 扩 
散 , 主 要 限于 平板 表面 附近 的 流体 薄 层 。 伴 随 涡 旋 扩 散 ,粘性 力 还 将 引起 能 量 耗 艇 。 

{31)1 能 是 耗 散 性 

粘性 流体 运动 具有 机 械 能 耗 散 性。 由 于 粘性 力 的 存在 ,流体 运动 过 程 中 存在 帖 性 耗 散发 
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热 现象 , 彻 体力 和 表面 力 所 做 的 功 并 不 是 全 部 都 变 成 了 动能 。 事 实 上 , 彻 体力 和 表面 力 所 做 的 
功 有 一 部 分 变 成 了 热能 有 耗 散 掉 ,使 流体 与 其 所 接触 的 男 休 壁面 温度 升 高。 流体 运动 时 变形 率 
越 大 , 切 应 力也 越 大 ,粘性 导致 能 量 耗 散 越 多 - 


7.1.3 粘性 流 迟 运 动 方程 


(11) 流 体 微 元 上 的 应 力 
粘性 流体 运动 和 理想 流体 运动 的 流体 加 速度 的 
表达 式 是 一 样 的 ,但 是 在 引起 巾 性 流体 运动 的 表面 
力 与 作用 面 不 牌 直 情 况 下 , 沿 三 个 坐标 轴 方 向 分 解 
可 以 分 别 得 到 三 个 应 力 分 量 , 如 图 7.2 所 了 示 。 作 用 
于 垂直 = 轴 的 表面 上 的 三 个 应 力 分 量 是 og, ,7,,， 
7,,; 人 必用 于 垂直 YY 轴 的 表面 上 的 三 个 应 力 分 量 是 
For 作用 于 垂直 = 轴 的 表面 上 的 三 个 应 力 分 
基 是 7, ,7, ,rs 可 以 证 明 ,六 个 切 应 力 分 量 中 只 有 三 个 是 独立 的 , 印 
人 (7 了, 1. 之 ) 
根据 牛顿 第 二 定律 , 微 元 体 的 质量 和 加 速度 的 乘积 等 于 作用 在 微 元 体 上 的 外 力 之 和 ,能 使 很 方 
便 地 得 到 以 应 力 表 示 的 运动 方程 。 应 力 形式 的 基本 方程 组 已 在 "流体 力学 基本 方程 组 ” -- 章 
作 了 介绍 。 
当 温 差 星 驶 小 时 ,近似 认为 粘度 不 随 温 度 发 生变 化 ,而 在 整个 流体 中 取 则 一 常数 值 ， 对 于 
帖 性 不 可 压缩 均值 流体 ,其 基本 方程 组 为 
divg = 站 
dn 


| | 
I FF- pr + PAN 


图 7.2 粘性 流体 中 的 立方 小 元 


(7.1.3) 
pC = kAT + 

其 中 中 是 运动 粘性 常数 ,C 是 不 可 压缩 均值 流体 的 比 热 (C = C= Cy) ,上 是 热传导 系数 ,中 = 

2p3’ 是 耗损 系数 。 由 上 面 五 个 方程 可 以 确定 速度 aa, 压力 P 和 温度 了 五 个 未 知 数 。 一 般 情况 

下 ,动力 学 元 素 p ,运动 学 元 素 w 和 热力 学 元 索 卫 是 相互 影响 的 。 流 体内 部 因 帖 性 耗损 产生 热 

最 或 从 流动 边界 传人 热量 时 , 流 场 都 要 受到 温度 场 的 影响 。 流 体 的 粘性 主要 是 温度 的 蜀 数 , 随 

温度 不 同 而 发 生 王 化 。 

如 果 温 度 变 化 不 大 , 流 场 将 不 受 温 度 场 影响 ,可 以 独立 于 温度 场 求解 。 这 情况 下 站 性 系数 
近似 是 常数 ,流体 运动 问题 和 传 热 问题 可 以 分 开 讨 论 , 即 先 从 连续 方程 和 运动 方程 解 出 速度 
a 和 压力 P. 然 后 代 人 能 和 量 方程 求 温度 T。 对 于 流体 流动 问题 ,连续 方程 和 运动 方程 为 

div&& 三 由 
1. 1,4 
忆 = ~ gradp + pA . 
由 圭 面 四 个 方程 可 以 确定 速度 w 和 压力 p 四 个 未 知 数 。 粘 性 流体 的 连续 性 方程 形式 和 理想 流 
体 的 相同 。 
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(2) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
方程 组 {7.1.4) 式 中 粘性 流体 的 运动 方程 称 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,简称 N-S 方程 。N-S 
方程 在 直角 坐标 系 中 的 展 式 为 


du, 站 du, BT  ， ap a du 
.|p 和 — +u 十 牙 j=pr. Fr i a ee 


je 


dt Es ”By * Bz ds 
+ = pF, -中 + a | (7.1.5Y 
2 ” dz oy EE bs 


fi cb 地 |] = pF, -站 pS a | 
3 Br a 0 0 a oy 


N-S 方程 的 在 端 是 流体 微 元 体 的 质量 和 加 速度 的 先 积 ; 右 端 是 必用 在 微 元 体 上 的 外 力 ,它们 分 
别 是 彻 悼 (质量 ) 力 .压力 和 粘性 力 。N-S 方程 是 播 述 粘性 流体 运动 的 具 伴 形式 ,可 以 看 做 是 惯 
性 力 , 彻 体 (质量 ) 力 .压力 和 粘性 力 四 种 力 的 平衡 关系 式 。 

缚 维 - 斯 托 克 斯 方程 在 柱 坐 标 系 中 的 形式 为 


p= 上 dd du. Ls | 
a "ar rH r+ 加 
二 量 
- 灾 +H + 2 ug | 
dr 六 pa ee 二 (mu J be i og 3 了 pp 
Oly Bus Up de ute eu] _ 
FM th 由 
_1 部 ， [也 三 [一 三 (ru )+ 1 el +t; 
r 8 “arr or Me -a rw de 
p Dg 
di or r dg dz oe 
i du) 1 Ou, Oh, i 1. bc) 
dG r ar re 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 在 球 坐标 系 中 的 形式 为 
p+ a ee se 
a er rr 和 ne 
2 Meer ers 
or tlio ar) 7.1.7 
‘or in sin 一 一 人 ( 四 
2 ou _ 2 2 du, 
uy ot i 
六 8 re rsing dogp e 
pl + du, We due 4 ue du Llp 本 _ 
Bt "ar rr 0 raing ap rr 
| ap | | | ] | | 
TH Fa pw) + / 
" 0 和 ”人 ' Br rsing 38 sing 一 Bg C7. 1.7b) 
_1 Ou _ 20 ty 2eosg au | ，oz 
rsinm Hap Nr rsing FrsinpapJ ms 
pl i le 
FF 


站 二 * Ar r 08 rsing dw% r 
[41 


-了 .PN EL PE 1 


ralng Bw r dr ar raing 68 DB 
21 8 (797, 1.7c) 
0 | BE， 了 让 
i ee] + pr, 
raing dp raing rasingdp rang ee. 
31] 平面 调和 量 情 输 方 程 
当 流 体 作 二 维 运 动 时 ,粘性 流体 运动 的 连续 性 方程 和 -3 方程 为 
om 0 (7, 1.8) 
dx Dy 
2 1 
和 
. 二 oF (7.1.9) 
du du FT 入 ] 向 a 下 du 
一 一 了 2 nt _ 寺 二 | | 
i Fr pa dr oy 
引进 高 量 
“= w= 7 {7.1.10) 
2 \ Bx dy 


分 别 将 N-S 方程 (7. 1.9) 中 x 方向 的 投影 方程 (第 一 式 ) 对 y 求 导 ,y 方向 的 投影 方程 (第 一 
式 ) 对 x 求 导 ,然后 用 后 者 焉 去 前 者 ,如 果 彻 迟 力 有 劳 , 便 得 到 下 面 形 式 的 平面 洞 攻 传 输 方 程 
mw mm Bw 1 站 四 站 加 
| (7.1.11) 
上 式 表 明 , 涡 量 的 变化 等 于 粘性 摩擦 引起 的 涡 量 耗 散 如 率 。(7. 1. 11) 式 直接 反映 了 粘性 流体 
运动 的 有 旋 性 。 
7.1.4 初始 条 件 和 边界 条 件 


(1) 初 始 条 件 
初始 条 件 决 定 所 求 函 数 在 给 定时 刻 的 值 。 对 于 不 可 压缩 流体 的 运动 ,要 求 给 定 1=t 时 束 
度 分 量 和 压力 关于 时 辣 6 的 函 教 , 即 
Yt ) = fy,2) 
Wr) fxsyos) (7.1.12) 
i) = (2) 
plgy sto = hr,Y,2) 
[2) 边界 条 件 


边界 条 任 闫 定 所 求 流体 函数 在 流动 边界 上 的 值 。 不 同 问题 的 边界 条 忻 是 种 不 相同 的 . 
在 静止 图 体 表面 上 , 辕 性 流体 沿 回 体 表面 无 消 移 ,流体 器 度 必 须 为 零 , 即 
uw 二 (7.1.13) 
在 非 固定 的 相 界 面 上 , 烛 性 流体 速度 不 一 定 为 替 。 所 谓 相 界面 是 指 两 种 互 不 相 溶 的 液体 
界面 ,或 气体 和 液体 的 界面 。 这 类 边界 和 人 忻 的 要 求 是 : 
1 ) 两 机 流体 接 甬 界面 的 切 向 速度 u, 连续 , 即 流体 1 和 流体 2 接触 界面 的 切 网 速度 应 满足 
k 有 小) (us (7.1.147 
2) 两 相 流 体 接 提 界 面 的 法 向 速度 &, 为 零 , 即 
1 4 之 
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(= 《th 三 人 [7. 1. 15?) 
3 两 相 流 体 接 触 界面 的 应 力 分 量 连 续 , 即 
(三 《亲人 = (7,), (7.1.16) 
粘性 流体 运动 方程 是 非 钱 性 的 ,要 求 一 般 解 是 入 困难 的 ,只 能 在 若干 特定 情况 下 求解 。 求 
卿 粘性 流体 运动 方程 的 方法 ,一般 可 分 为 求 简 化 方程 的 准确 解 方法 , 求 近 似 解 方法 和 求 数值 解 
方法 。 


7.2 流体 动力 相似 原理 


对 于 复杂 的 粘性 流体 运动 ,理论 研究 和 实验 研究 是 相辅相成 ,并 行 发 展 彼 此 促进 的 。 流 体 
力学 实验 主要 是 利用 风 洞 或 水 工 模型 等 设备 来 模拟 流体 流动 现象 的 。 实 验 室 模型 的 形状 和 尺 
寸 与 实物 的 形状 和 尺寸 一 般 都 有 很 大 差别 ,实验 环境 和 条 忻 与 实物 所 具备 的 环境 和 条 忻 也 不 
可 能 完全 一 样 。 希 望花 典 较 少 经 典 就 能 获得 试验 所 需要 的 实验 数据 ,很 自然 地 产生 了 由 实验 
室 模 型 模拟 的 流体 运动 与 被 模拟 实物 的 流体 运动 之 间 的 相似 问题 。 如 何 选择 实验 室 模型 的 形 
状 和 尺寸 ,设计 宰 拟 流体 运动 的 实验 环境 和 条 件 , 这 就 咸 了 开展 液体 力学 实验 必须 解决 的 重要 
问题 。 流 体 动力 相似 理论 和 因 次 分 析 方 法 提供 了 解决 这 一 问题 的 有 效 途 径 。 


7.2.1 流动 现 尔 由 忆 


{1 几何 相似 

如 峻 两 个 流动 系统 的 边界 共有 相同 的 形状 ,相同 的 方位 ,以 及 两 个 流动 系统 对 应 点 的 尺寸 
具有 相同 的 比例 ,我 们 说 两 个 流动 系统 是 儿 何 相似 的 。 设 上 ,上 ,和 下, 下 ,1 ,… 分 别 是 原 
型 和 模型 对 应 点 的 几何 尺寸 ,两 个 几何 相似 的 流动 系统 对 应 点 尺寸 之 间 具 有 相同 的 比例 , 妈 
二 了 
式 中 是 长 度 比 值 , 称 为 几何 相似 常数 , 它 表示 模型 比较 原型 对 应 点 几何 尺寸 缩小 或 放大 的 
倍数 。 

{21 时 间 相 似 

如 果 两 个 流动 系统 的 时 间 间 隔 具 有 相同 的 比例 ,其 比值 称 为 时 间 相 似 常数 ,类 似 (7.2.1) 


式 有 


一 三 二 三 一 号 sl (7. .2) 
上 F 上 
式 中 已 , 是 时 间 间 隔 的 比值 , 称 为 时 间 相 似 常 数 。 两 个 流 场 中 ,具有 几何 相似 和 时 间 间 陋 相 人 羽 
的 对 应 点 称 为 时 空 相 似 点 。 
{3} 运动 相似 


设 Ul ss ty， “和 下 | ,Wy hy 1 分 别 是 原型 和 模型 对 应 点 的 速度 。 如 果 责 小 流动 系统 运动 
相似 , 则 对 应 点 的 速度 方向 一 致 , 太 小 之 比 相 同 , 即 


C 
= (7.2.3) 
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式 中 (《. 是 速度 比值 , 称 为 速度 相似 常数 。 两 个 流动 系统 对 应 点 的 加 速度 也 相似 ,加 速度 相 他 
常数 为 


z 
i (7.2.4) 
{4} 动力 相似 
动力 相似 即 是 力 相 似 , 它 表示 两 个 流动 率 统 对 应 点 的 作用 力 之 比 相同 ,各 力 的 方向 对 应 一 
致 ,有 
F, Fn F, 
站 = 再 = 茂 =…= Cr (7.2.5) 
式 中 Cr 是 为 的 比值 , 称 为 力 相 似 常 数 。 
(引物 性 相 羽 


两 个 流动 系统 对 应 点 的 流体 性 于 相位 ,可 以 认为 是 物性 相似 。 如 果 两 个 流动 系统 对 应 点 
的 密度 之 比 为 常数 ,有 密度 相似 常数 C,; 如 果 两 个 流动 系统 对 应 点 的 帖 度 之 比 为 常数 .有 粘度 
相 代 常数 C。。 

流动 现象 相似 的 两 个 流动 系统 ,它们 对 应 的 各 有 关 物 理 量 之 间 存 在 惟一 的 相似 常数 ,但 是 
这 些 相 似 常 数 要 受到 所 调 相 似 准 数 的 制约 ,相似 常数 不 能 同时 各 自任 意 变 化 。 


?7.2.2 相似 准则 


[1) 不 可 压缩 车 性 流体 方程 组 
在 直 坐 标 系 中 , 设 外 力 是 重力 ,其 方向 沿 z 轴 的 负 方 向 ,流体 流动 系统 遵 播 的 不 可 压缩 
粘性 流体 方程 组 为 
du, du, 1 


du, Ou, du, OU, 1 部 dn dm ou 
tu =- | i + | 
: ot J dr Ds pp dx Bx TY dz (7.2.6) 
站 由 9 i 2 3 2 
ee [过 + + 二 学 
at EE dy ds p dy Dx Y ds 
dt Dy by " ds p ds bx’ ”ar 
边界 条 件 : 
1) 在 固 驮 上 中 = 站 
业 】 在 自由 面 上 Pi = 一 Porp, = | (17.2.7) 
3) 在 无 穷 远 处 下 = 下。 
初始 条 忻 : 
在 = 时 ， HN = Dp = pir, 2) (7.2.8) 


两 个 相似 的 流体 系统 ,每 个 流体 系统 中 的 粘性 流动 ,都 必须 遵循 流体 运动 的 基本 方程 形式 
(7.2.6)。 例 如 对 于 :方向 的 运动 ,原型 遭 循 的 运动 方程 形式 为 


du, dt, dru, Qu, 1 和 du du dw 
JE 一 = 一 一 一 十 一 一 一 中 PP EL 和 a | Fr 四 
Ft Oy i bs p | Bx’ M dy | ee 
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对 于 :5 方 向 的 运动 ,模型 遵循 的 运动 方程 形式 为 
Qu’ ， Du ， 站 天 Di 1 ap' 


， 四 du du du 有 
有 [二 | {7.2. 10) 
(2) 相 似 常 数 间 的 制约 美 系 
两 个 相 亿 的 流体 系统 ,对 应 的 各 个 物理 量 之 间 存 在 下 面 的 关系 : 

Us = Cu, = Cu = Cssp = Cp 
m= Rm (7.2.11) 
Gr 
BE = CB p= Cp = Cr "op 
特 (7.2.11) 中 各 式 代 人 (7.2.9) 式 ， I 
CL du' nh Bu nm， 
Ca a 放 人 各 cc 
《7. 2. 12 1 


-Cs 

CCp' a CE de 
在 同一 坐标 系 中 ,原型 在 方向 的 运动 方程 (7.2. 12) 和 (7.2.9) 式 表达 形式 相同 ,因此 ， 
(7.2. 12) 式 中 由 相似 党 数组 成 的 无 因 次 系数 应 相等 , 即 


a (7. 2. 13) 


DD 区 地 也 EB) 
上 起 中 每 一 项 代表 一 种 力 ,它们 依次 是 : 吃 当 地 惯性 旋 ,名 变 位 惯性 力 ,地 初 迟 力 { 即 质量 力 ) ， 
地 压力 ,( 岛 粘 性 力 。 由 (7.2. 13) 式 可 类 , 相 伺 常数 之 间 关 系 是 受到 被 此 制约 的 ,通常 用 变 位 
惯性 力 加 与 所 选择 的 其 他 作用 力 相 比 , 得 到 一 系列 称 为 相 伺 惟 数 的 无 因 次 数 。 这 里 得 到 的 相 
似 准 数 是 斯 特 罗 哈 数 St. 佛 和 鲁 特 数 Fr、 欧 拉 数 Eu 和 雷诺 数 Re。 
(31 斯 特 容 咯 数 51 


在 


三 F 
一 =1, 即 二 = 一 ,这 是 一 个 由 1,u,t 组 成 的 无 因 次 数 


群 ,用 5t 表示 , 称 为 斯 特 罗 哈 数 。 如 果 以 上 代表 系统 的 几何 特征 尺寸 ,UV 代表 系统 的 特征 束 
度 ,了 代表 系统 的 特征 时 间 , 斯 特 罗 哈 数 可 表示 为 
L 


St = 7 《了 .2. 14 ) 


斯 特 罗 险 数 是 当地 侍 性 力 旬 与 变 位 惯性 力 @@ 之 比 。 因 为 斯 特 罗 险 数 与 时 间 有 关 , 通 常 称 为 非 
定 党 相似 准 数 。 

(4] 便 得 特 数 Fi 

在 (7.2.13) 式 中 , 令 加 = 图 ,得 到 -=1, 即 与 = 上 ,这 是 一 个 由 wg,1 组 成 的 无 因 次 数 


群 ,用 Fr 表示, 称 为 佛 重 特 数 。 怕 重 特 数 可 用 系统 的 特征 参数 表示 为 
Fr = La 
' gL 
佛 曾 特 数 是 变 位 惯性 力 加 与 重力 马 之 比 ,通常 称 为 重力 相似 准 数 。 


(7.2.13 1 
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上 51 欧 拉 数 Eu 
在 {7.2.13) 式 中 , 令 加 -图 ,得 到 -3 =1, 即 妈 = 上 上 ,这 是 一 个 出 p,puu 组 成 的 无 因 次 


数 群 ,用 Eu 表示 , 称 为 网 拉 数 。 欧 拉 数 可 用 系统 的 特征 参数 表示 为 


Eu C7.2.16) 


起 中 为 系统 的 特征 压力 。 欧 拉 数 是 变 位 惯性 力促 与 压力 吉之 比 ,通常 称 为 压力 相 侈 淮 数 。 
(65) 息 诺 数 Re 
COC 


在 (7.2.13) 式 中 , 令 名 = 加 ,得 到 “Fe =1, 即 起 = 和 全 ,这 是 一 个 由 lwpwy 组 成 的 无 


因 次 数 群 ,用 Re 表示 , 称 为 雷诺 数 。 雷 庄 数 癌 用 系统 的 特征 和 参数 表示 为 
人 (7. 2.17) 
nn b 

欧 拉 数 是 变 位 惯性 力 他 与 粘性 力 合 之 比 ,通常 称 为 粘性 相似 准 数 ， 

无 量 网 数 St{ 斯 特 罗 哈 数 ) .Frl 佛 鲁 特 数 ) ,Eu( 欧 拉 数 )、Re( 雷 诺 数 ) 称 为 相 伺 准则 ,如 
果 流 体 流动 问题 中 不 存在 自由 面 , 则 特征 压力 P=pU ,于 巧 欧 拉 数 Eu =1, 这 种 情况 下 欧 拉 数 
Fu 不 会 引进 相似 准则 中 来 。 在 定常 流动 问题 中 ,斯 特 办 有 蚂 数 St 不 会 出 现 ; 在 外 力 可 以 息 略 的 
情况 下 , 佛 鲁 特 数 Fr 不 出 现 。 可 以 证 明 ,相似 准则 中 只 有 斯 特 罗 哈 数 St 雷诺 数 Re , 佛 伍 特 数 
Fr 是 独立 的 ,而 欧 拉 数 Eu 是 SRe 和 Fr 的 困 数 。 


7.2.3 流体 动力 相似 原理 


相似 律 
两 个 流动 力学 相似 的 必要 条 忻 为 ; 
(St)) 二 《St 人 Eu = (Eu),, (Re) = (Re),, (Fr), = (Fr), ti 2. 18) 
力学 相似 的 充分 条 件 为 ; 
1) (St), = (St) Eu = (Eu),,(Re), = (Re),, Fr) = (Fr),: 
?2) 两 个 流动 的 来 流 冲 角 相 等 , 即 &， = a,， 


3) 在 自由 界面 上 ,Be = 2 


PF, 
4) 初始 条 件 相 等 。 

两 个 流动 力 掌 相 似 稀 充分 必要 条 件 称 为 相似 律 。 由 于 欧 拉 数 Eu 是 St, Re 和 Fr 的 函数 ， 
所 以 47,2,19) 式 中 可 以 去 掉 (Eu), = (Fu),。 

为 了 使 实物 与 模型 产生 的 运动 力学 相似 , 相 妃 律 肯 诉 我 们 ,模型 除了 应 该 满足 和 实物 几何 
相似 的 条 忻 外 ,还 必须 保证 但 循 相 似 性 准则 , 蕊 及 和 粘性 流体 流动 的 力学 相似 的 充分 必要 条 件 。 
在 对 实物 进行 风 载 荷 试验 时 ,要 求 模型 试验 的 设计 耻 载 风速 与 实物 风 载 荷 环境 的 雷诺 数 相等 ， 
即 


‘7.2,19) 


VL UL 


Er 及 
如 果 模 型 和 实物 环境 中 的 流体 介质 都 县 空气, 则 运动 帖 度 相 等 (v=y)。 假 如 风 载 荷 试 验 
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用 2m 的 模型 来 模拟 400m 的 实物 ,就 要 求 试验 用 的 风 洞 气流 速度 不是 实物 设计 承载 风速 也 
的 200 售 。 温 度 为 20% 时 ,空气 的 运动 粘度 p =1.5x10”，m vs, 设计 实物 承载 风速 若 为 局 = 
1mys, 则 雷诺 数 Re=2.57 x10 。 风 润 提 供给 模型 的 气流 速度 = 15m“s ,模型 的 雷 启 区 Re = 
2 x10* ,二 者 数值 相差 十 几 信 。 一 般 的 风 洞 试验 雷 庄 数 只 能 达到 2 xl0 左右 ,相似 律 往往 不 
能 得 到 严格 满足 。 因 此 ,对 于 得 到 的 实验 数据 ,还 需要 根据 经 验收 正 后 才能 应 用 到 实 奈 中 去 ，。 
增 大 模型 尼 寸 可 以 得 到 较 夫 的 雷诺 数 ,但 是 需要 增 大 风 洞 直径 。 如 果 改 变 空气 密度 ,也 可 以 达 
到 提高 风 洞 试验 雷诺 数 的 目的 。 

相似 律 可 以 指导 试验 研究 和 实验 数据 的 整理 ,下 面 以 绕 流 为 例 来 说 明 。 设 y,p,L 上 ,UV 分别 
代表 流体 的 粘度 .密度 .特征 长 诬 [ 物 悼 长度) 和 特征 速度 。 求 力学 中 ,物体 受到 的 阻力 六 只 依 
不 于 v,p,L,U 四 个 参数 。 如 果 用 实验 方法 求 阻力 及 与 vv,p,L,U 之 间 的 关系 ,必须 对 v,p,L 上 ,UU 
进行 大 量 实 验 ,并 将 实验 数据 整理 成 这 四 个 参数 的 图 表 ,然后 编制 篇 幅 很 多 的 手册 备查 。 旋 用 
相似 律 , 可 以 得 到 阻力 系数 只 是 雷诺 数 的 函数 的 结论 。 于 是 ,不 必 对 v,p,L,U 去 做 大 量 的 实 
验 ,而 只 需要 对 一 种 流体 在 不 同 流速 下 测 出 阻力 就 行 了 。 用 较 少 的 实验 可 以 得 到 阻力 系数 曲 
线 ,从 而 根据 不 同 的 vy,p,L,U 求 出 阻力 ,实验 工作 因此 大 为 减少 。 


, 7.3 小 雷诺 数 下 的 绕 流 


不 可 压缩 流体 的 运动 方程 中 如 果 不 计 重 力 ,还 有 压力 .惯性 力 和 粘性 力 。 压 力 是 平衡 惯性 
力 和 站 性 力 的 反作用 力 , 要 受到 惯性 力 和 粘性 力 的 制约 。 运 动 方程 中 真正 起 主导 作用 的 力 是 
惯性 力 和 粘性 力 , 而 惯性 力 和 粘性 力 的 比 是 雷诺 数 , 即 Re = UL/p。 雷 庄 数 Re 中 和 上 分 吊 
是 所 研究 问题 的 特征 速度 和 特征 长 度 ,v 是 流体 的 运动 粘性 系数 。 研 究 运动 方程 中 的 惯性 力 
和 粘性 力 的 关系 问题 ,就 是 研究 关于 雷诺 数 Re 的 流动 问题 。 通 常人 们 关心 的 是 小 雷诺 数 癌 
题 和 大 和 雷诺 数 问 题 , 因 为 这 两 类 极端 情形 的 问题 可 以 采用 近似 方法 解决 。 至 于 雷诺 数 不 大 也 
不 小 的 所 谓 中 等 雷诺 数 的 流体 流动 问题 ,惯性 力 和 辕 性 力 同 阶 , 它 们 对 流动 的 影响 差 不 包 ,不 
能 对 运动 方程 组 作 任何 近似 。 


7.3,1 小 过 诺 数 流动 特点 


如 果 所 研究 的 问题 中 ,特征 速度 W 和 特征 长 度 虐 都 比较 小 ,流体 的 粘性 系数 比较 大 时 ,这 
类 问题 的 雷诺 数 Re 就 比较 小 , 称 为 小 雷 谱 数 问题 。 对 于 小 雷 诸 数 问题 ,雷诺 数 Re 小 意味 着 
粘性 力 的 量 阶 比 惯性 力 的 量 防 太 得 条 ,粘性 力 对 流动 起 主要 作用 ,惯性 力 可 以 作为 零 狐 近似 而 
被 全 部 忽略 掉 。 巾 性 很 大 的 流体 在 细 长 管道 中 作 低速 流动 ,或 者 尺度 很 小 的 物体 在 粘性 很 大 
的 浓 体 中 运动 ,都 是 所 谓 小 雷诺 数 问 题 。 

小 雷诺 数 问题 的 运动 方程 组 简化 为 

hip = 昌 
pradp = 凡生 在 

上 式 是 惯性 力作 为 零 奴 近似 被 全 部 忽略 后 得 到 的 线性 方程 组 。 


7.3.2 四 球 绕 流 


我 们 来 考察 国 球 在 流 场 中 受到 阻力 的 小 雷诺 数 问题 。 设 辆 球 半径 为 a, 以 速度 0, 在 无 界 
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粘性 不 可 压缩 流体 中 作 等 速 运动 。 根 据 相 对 性 原理 ,这 一 
问题 等 价 于 无 穷 远 处 粘性 不 可 压缩 流体 绕 贺 球 的 定常 流 
动 ,来 流速 度 为 I。 。 取 球 坐 标 系 (r,g,p) ,8 起 算 的 x 轴线 
方向 与 来 流 方向 重合 ,如 图 7. 3 所 示 。 由 于 圆 球 绕 流 是 定 


党 流动 , 且 具 有 轴 对 称 性 ,于 是 有 
习 | 丰 
图 7,3 图 球 伐 流 re . Rn u, = 省 


将 方程 组 (7. 3. 1) 式 写成 球 坐 标 形式 为 


+ ot 
ax， uw, a es _ 0 


页 TOT r 
1 ap du 1 du 2 du ceotg au 2 du, uy 
r 80 = 3 ra rr w | 
方程 组 (7.3.2) 是 由 三 个 偏 微分 方程 组 成 的 线性 方程 组 ,有 三 个 未 知 函 数 ,它们 是 
Er wlrd), plr.0) 
边界 条 件 鸭 ; 
在 图 球 r=a 上 
如 ， 三 从， Bi 三 昨 (7.3.3) 
在 无 穷 远 处 
u, = UcosB, uu, =- UU, sing (7,3.4) 
(1) 主流 速度 分 布 和 压力 分 布 
求解 信 微 分 线性 方程 组 (37.3.21) 可 以 采用 分 离 变 量 法 。 为 此 ,将 三 个 未 知 画 数 表 示 成 
wu = Nr FO), 下 = EG(0), p= ph(r}H(G) + p, (了. 3. 33) 
代 和 人 《7.3.4) 式 ,得 到 在 无 穷 远 处 的 表达 式 
LU cosd = Am)F(O), -VU sing = p(w G8) 
由 此 推出 
Nr =U,, FO) = cos@, gr) = UU , CD = - sing 
于 是 ,可 以 将 &, 和 ws 写 为 
u, = flrjcosg, u, =- g(r)sing (7.3.6) 
特 上 式 中 的 &,,w, 和 (7.3.5) 式 中 的 p 的 囊 达 式 , 代 入 方程 组 (7. 3.2) 式 和 边界 条 件 (7. 3.2) 
式 得 到 
[r- 王 + 二- 各 jeong = 
HCOYh'(Cr) = (7 - 专 + 半 - 夸 + 他 -于 + 全 )cos (7.3.7) 
H'( 8) A | — gg + 号 -2 - co 三 3 + Besc’g)sing 
r Fr r rm rr 
边界 条 件 是 


] 4 总 
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fla) =0, gla) =0, fm) =U,, glw) = U, (97.3.8) 
由 方程 组 (7. 3.7) 可 以 看 出 ,Ht 们 应 取 cos8 才能 分 离 变 数 。 于 是 (7.3.5) 式 可 号 为 
u, = rjeosd, uu, = -gtr)sing, p = phir)cosg +p. [7.3.9) 


方程 组 (7. 3. 7) 变 成 


2) 1 + 28 -HD ph (7.3.10) 


边界 条 件 仍然 是 (7. 3.8) 式 。 由 方程 组 (7. 3.8) 中 的 1) 式 可 以 得 到 用 /表示 的 沙 数 g, 即 


g= + {7.3.11) 
特 (7.3,11) 式 代入 方程 组 {7.3.8) 中 的 3) 式 ,可 以 得 到 用 /表示 的 隔 数 4h, 即 
k= 37 + 3 + 2 (7. 3, 12) 
将 上 式 和 (7. 3. 11) 式 代入 方程 组 (7. 3.8) 中 的 2) 式 ,得 到 下 面 确定 /的 微分 方程 
+Bm" + -sr =0 (7.3. 13) 


微分 方程 (7. 3. 13) 是 解 具 有 形式 的 欧 拉 方 程 。 指数 是 下 列 代 数 方程 的 解 
EE-1)k -2 ko 3) +BECk -1}(k -2) +BECk -1)-8k=0 
解 得 上 =0,2, -1, -3。 因 此 ,微分 方程 (7. 3. 13) 的 通 解 形式 为 


Fa (7.3.14) 
Fr F 
将 上 式 代 入 (7.3.11}) 和 (7.3.12) 式 ,得 
和 = - 广 + 关 +C+2D (7.3. 15) 
再 
h = 二 +10r (7.3.16) 
rr 


由 边界 条 件 (7, 3.8) 式 可 以 确定 (7.3.14),(7.3.15) 和 (7.3.16) 式 中 的 任意 常数 4,8,C,D。 
经 过 计算 得 到 


LT i = 
A=TU.0, B=-3U.0, C=U., D=0 
将 确定 的 任意 常数 4,8,C, 口 代 回 (7.3.14),(7.3. 15)1 和 (7. 3. 16) 式 ,得 
1 _ 3 电 
下 二 Un + 
-ia_3ar Av (7.3.17) 
妨 十 Ea -+ 中 [| F 画 
3 
= a 


将 上 式 代 和 人 (7.3.9) 式 , 即 得 圆 球 绕 流 的 速 府 分 布 和 压力 分 布 
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wn0) = VU. (1 -二 上 + 福全 jeos 
u(r.8) =- VU.|i1 -地 和 -才气 jsing (7. 3.18) 
pir,g) = -了 osg + p. 
(2) 斯 托 克 斯 公式 
为 了 计算 圆 球 受 到 的 阻力 , 先 来 考察 作用 在 球 上 的 粘性 力 p,。 粘 性 力 p, 的 三 个 分 量 为 
a 
pa = p(T (7.3.19) 


在 (7.3.19) 式 中 ,根据 绕 流 的 对 称 性 ,u, =0， =0， 可 知 压力 分 量 p,, =0; 由 流体 粘 附 条 件 还 


du 


知道 球面 上 au, =au =0， 可 以 推出 球面 上 =0,. =0。 由 方程 组 (7.3.2) 的 连续 性 方程 式 


0。 将 以 上 条 件 代 人 (7.3. 19) 式 中 ,得 


ou, | 
Pr 二 一 万， Pe = 天 本 Pp;, 三 业 (7.3.20) 
将 速度 几 布 和 压力 颁布 表达 式 !47.3.18) 代 人 上 式 , 得 
3 AU 。 
pr = pW -bs 
(7.3.21) 
pe = sin 


整个 流动 对 于 x 轴 是 轴 对 称 的 ,因此 作用 于 图 球 上 的 所 有 作用 力 均 沿 x 轴 , 其 合力 是 贺 球 
阻力 , 即 


W =| (pcosg ~ pusing)ds = | (pcosd - Psing)2matgingdb = 
U. 
270 (EE — eos p+ 人 ————gin :jsingdg - = 2TzD [singeospd = {7,3,22) 


TD of singd8 = 和 TU 区 


上 云 称 为 斯 托 克 斯 台式 。 斯 托 克 斯 公式 (7. 3. 22) 表 明 , 阅 球 所 受阻 力 与 来 流速 度 D。 成 正比 ， 
三 国 妹 半径 a 成 正比 ,与 粘性 系数 jx 成 正比 。 
由 (7.3.22) 式 可 以 确定 阻力 系数 


[= 一 一 ”= = 一 (7. 3. 23 ) 


ls0 
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其 中 雷诺 数 Re = 一” ,4 是 国 球 直径 。(7.3.23) 式 说 明 阻力 系数 C. 与 雷诺 数 Re 成 反比 。 

斯 托 克 斯 公式 (7. 3.22) 在 雷诺 数 Re < 1 时 与 实验 相当 符合 。 斯 托 克 斯 公式 只 适用 于 流 
体 的 粘性 系数 很 大 ,或者 物体 的 尺寸 很 小 ,运动 很 慢 这 种 小 雷诺 数 ( Re <1) 情况 。 为 了 具体 
涪 明 这 种 情况 ,我 们 考察 以 等 速 # 下 降 的 小 水 清 受 到 的 空气 阻力 。 设 空气 阻力 可 按 斯 托 克 产 
公式 计算 ,水滴 受 到 的 重力 与 浮力 与 空气 阻力 抵消 


4 z 
可 Ta (pn - PIE = Gnprvua 


式 中 pun 是 水 的 密度 ,p 和 > 分别 是 空气 的 密度 和 运动 丫 亩 。 由 于 空气 密度 p 比 水 的 密度 小 得 
多 ,左边 第 二 项 可 以 忽略 。 于 是 求 得 水 滴 下 降 速 度 4 为 


引进 重 诺 数 Re = 了 ,上 式 可 以 改写 为 


将 =0. 133cm /sgE =981cmye ,puop=770,Re<l 代 人 ,得 
a < O00 Tem, wu < 28cm/s 
可 见 , 这 种 小 雷 诸 数 水 滴 在 空气 中 下 降 的 情况 ,相当 于 雾 泣 的 观 浮 下 降 运 动 。 
对 于 小 雷诺 数 问题 ,意味 着 粘性 力 的 量 阶 比 惯性 力 的 量 阶 大 得 多 ,粘性 力 对 流动 起 主要 作 
用 ,惯性 力 可 以 作为 零 级 近似 而 被 全 部 忽略 ,从 而 可 以 简化 对 这 类 流体 运动 的 分 析 和 计算 ， 


7.4 太田 诸 数 下 的 绕 流 


大 自然 中 晤 主要 的 流体 是 水 和 空气 ,它们 的 粘性 系数 pp 都 很 小 ,如 果 物 体 的 特征 尺寸 和 特 
征 速度 不 太 小 ,雷诺 数 Re 就 可 能 达到 很 高 的 数值 。 研 究 太 雷诺 数 情 形 下 的 流体 流动 具有 乔 
大 的 实际 意义 。 

20 世纪 初期 , 普 朗 特 提出 了 一 个 重大 假定 , 即 粘 性 的 影响 仅 存在 于 固体 鸡 面 附近 的 边界 
层 中 ,认为 边界 层 以 外 的 流体 流动 可 以 看 成 是 理想 的 。 边 界 屋 和 概念 的 提出 ,在 理想 流体 力学 和 
粘性 流体 力学 的 研究 之 间架 设 了 一 座 桥 梁 。 经 过 近 一 个 世纪 的 理论 和 实验 研究 ,边界 层 理论 
已 经 成 为 流体 力学 中 极为 重要 的 分 支 学 科 。 尽 管 边 界 层 慨 礼 至 今 还 没有 严格 的 数学 证 明 ,但 
是 边界 层 理论 有 可 车 的 实验 基础 ,其 结论 已 为 实验 所 证 明 。 边 界 层 理论 是 传 热 . 传 质 理 论 的 基 
础 , 亡 提 民 了 分 析 胃 力 产 生机 理 , 阻 力 计算 方 法 的 依据 。 

入 们 能 够 利用 边界 屋 理 论 来 近似 求 铬 大 雷 诸 数 问 题 ,从 而 计算 物体 在 流体 中 运动 时 所 遭 
受到 的 摩擦 阻力 和 热 传 递 效率 。 边 界 层 理 论 还 可 以 阐明 理想 流体 所 不 能 解释 的 脱 笨 现象 ,上 
及 说 明理 想 流体 理论 给 出 的 一 些 结论 与 实验 结果 相当 符合 的 事实 ,如 压力 分 布 和 速度 分 布 以 
及 举 力 等 。 
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7.4.1 大 雷诺 数 流 动 特点 


期 上 所 赋 究 的 问题 中 ,特征 速度 UV 和 特征 长 度 工 都 比较 大 ,流体 的 粘性 系数 比较 小 时 ,这 
类 问题 的 雷诺 数 Re 就 比较 大 , 称 为 大 雷诺 数 问题 。 对 于 大 雷诺 数 问 题 , 雷 诺 数 Re 大 意味 着 
惯性 力 的 量 阶 比 业 性 力 的 量 阶 大 得 多 ,知性 力 可 以 作为 零 级 近似 而 被 忽略 。 但 是 ,如 果 和 将 粘性 
力 忽略 ,流动 问题 转变 为 理想 流体 流动 问题 , 显 热 理想 流体 运动 方程 组 的 解 不 能 满足 粘 附 的 边 
界 条 件 ,因此 不 能 全 部 忽略 粘性 力 。 大 雷诺 数 问题 只 能 根据 问题 的 特点 , 忽 轿 粘性 力 项 中 的 次 
要 部 分 ,才能 将 运动 方程 简化 。 粘 性 很 小 的 流体 在 网 长 管道 中 作 商 速 演 动 ,或 者 尺度 很 大 的 物 
体 在 粘性 很 小 的 流体 中 运动 ,都 基 所 调 大 雷诺 数 问 题 。 


7.4.2 平面 上 的 边界 层 


将 平板 放置 在 雷诺 数 Re 很 大 的 流体 中 ,根据 实验 测 出 流 场 的 速度 分 布 曲线 ,明显 地 分 成 
两 个 性 质 很 不 相同 的 区 域 , 如 图 7.4 所 示 。 紧 贴 平板 甫 而 的 祖 菏 一 层 流动 区 域 称 为 边界 层 , 边 
界 层 厚 度 用 符号 表示。 边界 屋外 部 的 整个 区 域 称 为 外 部 流动 区 域 。 外 部 流动 区 域 的 流动 受 
到 物 面 的 河 止 作用 微弱 ,平板 各 个 截面 上 x 方向 的 速度 分 量 &, 沿 Y 轴 方 向 变化 缓慢 , 即 速 度 
梯度 很 小 ,而 且 在 大 雷诺 数 Re 的 情形 下 粘性 系数 请 也 很 小 ,因此 粘性 力 了 7 比 惯 性 力 小 得 条 ,可 
以 将 粘性 力 全 部 息 晓 ,把 外 部 流动 区 城 的 流动 看 成 理想 流体 流动 。 如 果 考 虑 外 部 流动 是 速 诬 
为 也 。 的 均匀 来 流 的 绕 流 运动 ,这 样 的 外 部 流动 是 理想 无 旋 流 动 。 在 讨论 平面 上 的 边界 层 时 ， 
我 们 考 虐 的 外 部 流动 基 理 想 光 旋 的 。 实 验 测 出 外 部 流动 流 场 的 速度 分 布 曲线 ,与 理想 流体 绕 
流 的 速度 分 布 是 祖 接 近 的 。 和 远离 平板 前 红 的 均 名 来 流 以 速度 流向 平板 ,流体 一 经 与 平板 
表面 接触 便 粘 附 在 上 面 , 粘 附 的 流体 速度 为 等 ,并 对 邻近 的 流体 层 施 加 粘性 阻力 ,使 其 速度 减 
慢 。 减 慢 了 的 流体 屋 损 失 了 动 基 , 又 对 更 上 一 层 流体 屋 施 加 轿 性 阻力 ,使 之 损失 动量 。 牛 性 阻 
力 如 此 逐 晨 传递 , 相 邻 的 流体 晨 一 是 与 减 爆 速度 ,使 边界 屋 厚 度 不 断 增 如 。 随 着 边界 层 夯 度 增 
加 , 沿 表 而 的 外 法 线 速度 逐渐 增 加 ,至 直 垂 直上 臣 离 5 处 流速 接近 于 来 流速 度 ti, ,类 性 阻力 的 影 
响 在 边界 层 的 边缘 接近 于 零 。 这 个 垂直 上 距离 5 就 是 边界 层 的 厚 麻 。 在 平板 前 销 边 界 屋 的 麻 度 
为 零 , 亢 开 平板 前 缘 后 边界 层 摩 度 虽 然 逐 商 发 展 , 但 是 .在 平板 表面 上 受 粘 性 影响 的 边界 层 厚 
度 记 相对 于 流动 距离 总 是 很 小 的 。 

(1) 边界 层 的 流动 状态 

在 边界 屋 的 起 始 阶 段 的 流动 完全 基层 流 , 如 图 7.4 中 的 #4 区。 这 部 分 区 域 的 流动 不 受 表 
屋 流 边 界 层 。” 必 一 过 入 区 。 ”| 济 流 边界 忌 。 ” 面 粗 糖度 的 影响 ,也 沾 管 来 流 有 基层 流 还 
- 是 庙 流 。 由 于 4 区 的 边界 层 很 薄 , 其 中 
二 的 速度 梯度 很 大 ,因此 形成 英 闹 的 可 能 
性 不 六 ,显然 壁面 抑制 了 袖 访 的 发 展 。 
竖 过 一 段 芷 离 后 ,边界 层 厚 度 不 断 增 加 ， 
ER 只 要 平板 足够 长 ,流动 状态 就 会 从 层 流 

| 问 济 流 过 沪 。 形 成 淇 流 区 后 ,由 于 流体 

微 团 急剧 脉动 ,使 速度 分 布 曲线 比 层 放 边 界 屋 中 的 均匀 ,而 且 应 流 边 界 屋 的 厚度 随 虑 离 x 增长 
得 比较 快 , 济 流 边界 层 的 厚度 正比 于 *“ ,而 层 流 边界 层 的 摩 度 正比 于 x*"”*。 满 流 边界 层 和 是 
流 边界 屋 的 性 质 差 别 很 大 。 对 于 平板 上 的 边界 层 , 从 晨 流 向 湾流 过 渡 发 生 时 的 临界 雷诺 数 为 
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【Re)》 =- x 10 ~2 x 10" 
其 中 < 是 距离 平板 前 外 的 距离 。 如 果 临 界 雷 诺 数 取 边界 层 摩 度 5, 则 
(Re), — = OO 


平板 上 边界 层 中 的 运动 是 二 维 流动 ,其 速度 分 量 为 和 w,。 由 于 uw, 比 wu, 大 得 多, 边界 
层 中 的 流动 主要 表现 在 * 方向 ,但 是 流 线 不 和 x 轴线 平行 。 随 着 边界 层 不 断 增长 ,必定 有 流体 
穿 过 边界 屋 边 党, 因此 ,边界 层 边 绿 并 不 是 流 线 。 

边界 层 具 的 速度 分 重 u, 沿 物 面 法 线 方向 变化 迅速 , 比 切 向 方向 的 变化 高 出 一 个 量 级 。 这 
是 因为 由 于 流体 的 粘性 , 物 面 上 的 流体 粘 附 其 上 ,与 物 面 的 相对 速度 为 零 。 但 是 ,流体 离开 物 
面 很 得 一 段 距 离 就 达到 边界 屋 的 边界 ,其 速度 取 外 部 流动 的 势 流速 度 值 U,。 可 见 边 界 层 内 
的 速度 分 量 4, ,从 零 变化 到 势 流速 度 值 U, 是 在 很 薄 的 边界 层 厚度 内 完成 的 ,其 变化 非常 剧 
烈 , 束 度 梯 度 很 大 ,尽管 粘性 系数 关 很 小 ,边界 屋内 粘性 力 r 仍然 可 以 达到 很 高 的 数值 。 边 界 
层 内 粘性 力 的 量 盘 与 惯性 力 辣 阶 , 对 流体 流动 起 着 和 惯性 力 同 等 重要 的 作用 ,因此 对 边界 层 内 
的 粘性 力 是 绝 不 能 忽略 的 。 边 界 层 内 的 流动 存在 强烈 的 满 旋 运动 ,与 外 部 无 能 流动 交界 处 是 
边界 层 的 边界 。 | 

(2) 边界 层 厚度 居 计 

边界 层 与 外 流 之 间 很 难 划 定 一 条 明显 的 界线 ,通常 规定 当 w, =0. 990. 时 

7 = 起 

5 称 为 边界 层 厚度 。 下 面 介 绍 边界 层 麻 度 6 随 坐标 * ,来 流速 度 U. 和 粘性 系数 "的 变化 关系 。 


站 
在 屋 流 边 界 层 中 ,单位 体积 的 粘性 力 等 于 几 - 芝 ,和 研 直 于 壁面 的 速度 棋 度 为 .s, 其 量 级 为 


U g U | 
下 ,因此 单位 体积 粘性 力 的 量 级 为 -zz 二。 单位 体积 惯性 力 等 于 pu , 沿 流 动 方向 


， .可 U HH Hi 
的 速度 梯度 的 量 级 为 耻 . 工 是 平板 的 长 度 , 因 此 单位 体积 惯性 力 的 量 级 为 pu, 一 ~p 一 。 


由 于 边界 层 中 粘性 力 和 惯性 力 有 相同 的 量 级 ,有 


U, 1 
Pe ri 
于 是 边界 层 的 边界 满足 下 列 闫 系 式 
so EE ff 
py。 NU NUL VRe 
由 上 式 得 
8 | 
ee 7.4.1 
“二 [ ) 


可 见 边界 层 厚 度 5 和 特征 长 度 工 之 比 ,与 雷诺 数 Re 的 根 号 值 成 反比 。 当 Re 很 大 时 ,边界 层 厚 
魔 占 和 特 证 长 度 王 相 比 将 是 一 个 息 小 的 数 和 值 , 显 然 ,比值 B =8 是 一 个 小 量 。 在 简化 纳 维 - 托 
殉 斯 方程 时 ,8 = 人 了 可 以 作为 所 估计 的 每 一 项 量 阶 的 居 阶 标准 。 

] 本 号 


流体 力学 


7.4.3 普 良 特 边界 层 方程 
取 直 角 坐 标 系 oxy,* 轴 与 平板 重合 ,y 轴 垂 直 于 平板 ,二 维 不 可 压 绽 流 体 基 本 方程 组 为 


日 到。 


+ 一 一 三 少 
Ps dy 
gi, Oi, Di . ” 
+ (7.4.2) 
DE dx dF pa Dx dy 
1 (下 | 
dr ”ds ”oy pay PE dy 
引进 无 量 网 重 
uy u 
二 二 于; 本 机 :pp = 下 
> (7. 4. 3 1) 


三 + ££ 三 = 
L L 了 了 
其 中 忆 是 特征 速度 , 工 是 特征 长 度 ,了 是 特征 时 间 。 将 (7.4.3) 式 代 人 基本 方程 组 (7.4.2) ,使 


之 无 看 网 化 后 得 到 
du Du, a 
Dx dy 
Bu Be ,dope Fw 
DN | dw | We 
, f Ef 2 1 下 
人 | 
ot Dx ” dy dy Rel gr’ ay 


为 了 简化 基本 方程 组 (7.4.2) ,必须 在 边界 屋内 对 基本 方程 组 (7.4.4) 中 每 一 项 估计 它们 
的 量 阶 。 所 谓 量 阶 和 不 是 指 物理 量 或 几何 量 的 具体 数值 ,而 基 指 该 量 在 整个 边界 屋 肉 相对 于 标 
准 小 参数 的 平均 水 平 。 在 边界 屋 问 题 中 ,选取 小 量 6 =BL 作为 情 阶 标准 。 
对 wg' 及 其 种 阶 导数 的 量 阶 悄 计 如 下 : 
在 边界 屋内 &, 与 U, 同 基 阶 ,因此 wm' 与 1 同 量 阶 ,表示 为 
kk ~ 1 
当 yY' 由 站 变 到 5 时 ,wu' 从 0 变 到 与 1 同 阶 的 量 , 于 是 au'7ay ,oa'vay” ”的 量 阶 分 别 为 
1 
0 6 0 67 
当 ww' 由 平板 端点 变化 到 与 1 同 阶 的 其 时 ,wu’ 变化 到 了 与 1 同 阶 的 量 , 于 是 3 人 60x’ 和 Du/Dx” 
的 量 阶 分 别 为 


i a 
1 站 a "| 
DD DE 
对 ww, 友 其 各 阶 导 数 的 量 阶 估计 如 下 : 
由 连续 性 方 程 推出 2 = -人 ~1, 则 wu = | dy' ~ 8' ,于 是 可 以 得 到 
By dx a dr 
Bu, 3 die! 有 站 下 8 1 
A 站 Dx" BY" 站 dy" 上 
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从 上 面 对 ma 及 其 各 阶 导数 的 居 阶 ,得 出 缚 论 : 
在 边界 层 内 wu’ 比 a' 低 一 阶 ,uy 是 一 个 与 中 量 阶 同 阶 的 小 量 : 连 度 分 量 ui ,wu' 沿 ¥' 上 方向 的 
心性 数 87987Y' 比 沿 x#' 方 向 的 偏 导数 89x' 要 高 一 阶 ， 


本 一 的 量 阶 估 计 如 下 


du 局 下 di 四 到” 
本 6 1， St Rr 5 


也 就 是 说 ,x' 各 yy' 方 向 的 局 部 导数 分 别 与 它们 的 位 变 导数 同 阶 , 但 是 y' 方 向 的 局 部 导数 比 x' 方 
向 的 要 小 一 个 量 阶 ， 
对 ad 的 量 阶 佑 计 如 下 ， 
压力 梯度 是 被 动力 ,其 量 阶 要 由 惯性 力 和 粘性 力 中 的 最 大 量 阶 来 决定 ,而 在 同一 方向 上 惯 
性 力 和 烙 性 力 是 同 阶 的 。#' 方 向 的 惯性 力 和 粘性 力 的 量 阶 估计 为 1,y' 方 向 的 惯性 力 和 粘性 力 
的 量 阶 估计 为 8 ,因此 ai ,52 的 基 阶 分 别 为 
ip， | 
人 ” 
在 无 量 纲 基本 方程 组 (7. 4.4) 各 个 方程 的 上 方 .根据 上 面 估计 的 量 阶 米 注 明 每 _ 项 的 基 
阶 ,连续 性 方程 为 


ap 
By 


1 l 
pu ou’ C7. 4.5a) 
dx oY 
运动 方程 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ) 为 
| ] 
i ] | ” 一 ] 1 
0 Bs" a" 
， Bie du 加 向 i ] a i 本 
四 dt Ts dx “Wy Dy” A me jr | (7 4 5h) 
] 一 = i 
6 | 8 "1 一 
上 9 心 3 
az anr  ， 和 ， _ _ 2 1 9 
所 a + uu, Fp 二 u, By 三 一 -- FE | 
根据 ”方向 的 惯性 力 和 粘性 力 同 阶 的 想 定 ,由 (7.4 5b) 式 可 得 到 三 pr -6- 
Re 


wo。 在 大 震 诺 数 情形 , 当 8 很 小 时 ,这 一 边 异 层 厚 度 的 量 阶 估计 表达 式 就 变 成 上 而 由 定 
性 分 析 得 到 的 (7.4.1) 式 。 通 过 计算 ,可 以 得 到 平板 边界 层 的 厚度 5 与 工 之 比 为 


站 $0 
= 7.4.6 
L | (He), 
根据 方程 (7.4. 5a) 和 (7. 4 5b) 式 中 的 各 项 最 阶 情况 ， eal ht 
托 克 斯 方程 。 方程 中 重要 的 简化 有 两 个 : 略 去 量 阶 比 习 - 训 低 两 阶 的 窒 与 2; 相 
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此 ,名 :0。 对 方程 (7.4. 5ay 和 (7.4.5b) 式 作 了 上 面 两 个 简化 后 ,得 到 


0 心 Y 
du: 站 于 du, dp 1 Hu! 
和 + We t+ uy, oy” x Re By 


将 上 面 的 方程 组 转换 为 有 量 网 形式 后 为 
Bu, du, 
DT oy 
du, 0 Ou, 
i + 二 a + Ne 
方程 组 (7.4.71 的 边界 条 件 是 ， 
在 物 面 y =0 上 ,满足 粘 附 条 件 u, =u, =0; 
在 边界 屋外 部 边界 y=5 上 ,wu, =U (x) ,U(x) 是 边界 屋外 部 边 界 上 外 流 的 速度 分 布 。 
方程 组 (7.4.6) 的 初始 条 件 是 ; 
在 t= 时, 它 知 上 ,wu, 的 速度 分 布 。 
因为 ap'9yY' = 人 0, 可 以 认为 在 边界 屋内 压力 数值 沿 7 方向 不 改变 。 据 此 普度 特 建 议 , 边 嘲 
层 肉 的 压力 分 布 就 是 边界 屋 边 线 上 的 压力 分 布 , 即 是 理想 流体 绕 物 恒 流 动 时 物 画 上 的 压力 分 
布 。 在 物 面 上 理想 流体 运动 方程 的 形式 为 
a dU 1 六 


= 0 


【了 4. 了) 


du, 
= 一 oF + 
Bx E 


1 
p ay 


= +0. = (7.4.8) 
ot OT p dx 
结合 方程 (7.4.8) ,方程 组 (7.4.7) 可 写成 
di ou, 
(7.4.9) 
du. Du, du, 0, aU, dn 
一 一 中， 一 三 一 一 十 站 py 
of "dr ”时 oy ”dx a 
上 式 是 用 以 确定 未 知 函 数 sfz,7 5 和 usy,5 的 非 线 性 全 微分 方程 组 。 方 程 组 (7.4.91 称 


为 普 朗 特 边 界 层 方程 . 

方 各 组 (7.4.9) 的 边界 条 件 为 : 

在 物 面 y=0 上 ,uw, =u,=0; 在 y=8 上 ,nu,=U, (Xt); 
万 始 条 件 为 ， 

当 4=5 时 ,已 知 &,,u, 的 速度 分 布 。 

如 果 曲 面 的 曲率 半径 下 不 太 小 , 即 曲 率 半径 R 较 边界 层 厚 度 58 大 得 名 ,以 及 曲面 的 曲率 
半径 民 随 x 的 变化 率 dRAdx 变化 不 太太, 曲面 上 边界 层 方程 组 的 形式 和 和 平板 边 弄 后 方程 组 
(7.4.9) 将 完全 一 样 。 只 是 平板 边界 层 方程 组 是 在 直角 坐标 系 中 导出 的 ,而 曲面 边界 层 方 程 
组 是 在 边界 层 坐 标 系 中 导出 的 。 所 亩 边界 层 坐 标 系 是 指 这 样 的 正 变 坐标 系 ,曲线 坐标 x 取 在 
物 面 上 ,曲线 坐标 y 与 物 面 垂直 : 


7.4.4 摩擦 阻力 


物体 表面 对 运动 流体 的 摩擦 阻力 ,正比 于 流体 在 壁面 处 的 法 向 速度 梯度 。 如 来 已 基 边 并 
1a6 


的 注 磺 


层 中 的 速度 分 布 ,壁面 上 的 切 应 力 则 为 +， = 


了 三 时 


根据 对 边界 屋 厚 度 的 量 级 估计 和 对 边界 层 中 速度 梯度 的 量 级 仿 讨 , 可 知 


U Db. jp 下 | 
re 上 = ET (7.4.10) 


上 式 表明 ,在 监 面 附近 切 应 力 rw 与 运动 速度 0。 的 本 次 方 成 比例 。 


长 为 上 , 宽 为 6 的 平板 壁 上 ,边界 屋内 流体 阻力 为 
F, = bbr, (7.4.11) 


将 (7.4.10) 式 代入 上 式 ,得 
F,~ bpaU ,Lt (7.4, 12) 
由 上 式 可 知 , 层 流 时 对 摩擦 阻力 ,与 VU 和 上 成 比例 。 由 于 边界 层 厚 度 随 著 板 增 长 而 增加 ， 
板 后 面部 分 的 阻力 较 前 面部 分 小 ,因此 尽管 板 的 长 度 加 售 , 但 阻力 并 没有 加 售 。 
阻力 系数 Cs, 是 阻力 与 动 压 头 之 比 , 即 


F 
Ci 工 一 一 ~ ~ 【了 . 4. 13 ) 
了 了 PE 了 有 {Re), 


通过 计算 ,可 以 得 到 平板 边界 层 的 阻力 系数 为 
c= 二 (7.4. 14) 


vy (Re), 


7.5 涡 旋 诱发 振动 


大 雷诺 数 绕 访 运 动 中 , 当 流 体 流 过 非 流 线 型 物体 时 ,通常 会 发 生 边 界 层 脱离 固 体 驯 面 的 边 
界 屋 分 离 现象 。 当 边界 屋内 流动 从 物 面 分 离 出 来 后 ,在 物体 后 面 形成 尾 调 区 ,将 形成 很 大 的 尾 
漳 阻 力 。 边界 层 分 高 形成 的 浊 旋 ,从 物 面 脱落 后 将 引起 访 体 和 固 恒 产生 粳 台 振动 。 


7.5.1 边界 屋 分 商 现 旬 


(1) 边界 层 脱 体 最 大 速度 
如 果 边 界 屋 中 压力 和 沿 流 动 方向 急剧 变化 ,会 引起 米 沪 速度 
按 界 屋 分 离 ， 芍 悼 饮 弯曲 表面 流动 ,边界 屋内 的 流动 
具有 球 力 梯度 。 具 有 上 压力 梯度 的 边界 层 流 动 的 特点 ， 一 一 “~ 
可 以 利用 图 7.5 来 说 明 。 
在 图 7.5 中 曲面 4 点 处 ,流体 质点 连 度 最 大 ,在 
曲面 半点 以 前 ,流体 质点 在 运动 过 程 中 和 不断 加 如 ,速度 


变化 Si >0; 在 曲面 4 点 以 后 不 断 减 速 ,有 速度 变化 


出 7.5 绕 曲 面 流 动 的 压力 变化 
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os <0。 流 体 趋向 4 点 时 ,压力 减低 ,压力 变化 虹 <0; 通 过 4 点 以 后 .压力 增加 ,压力 变化 里 > 
0 ,流体 在 道 压 梯度 下 运动 。 灌 流动 方向 压力 升 高 时 ,边界 层 增长 比 没有 压力 梯度 时 快 ; 沿 流动 
方向 庄 力 降低 时 ,边界 层 增长 较 慢 。 如 果 外 流 加 速 , 压 力 治 流动 方向 降低 ,存在 硕 压 梯度 。 这 
种 情况 下 ,边界 层 内 克服 粘性 阻力 的 不 仅 有 流体 流 动 的 动量 ,还 有 顺 压 梯度 的 推动 ,使 流体 能 
够 顺利 地 沿 著 物 体 表面 向 下 游 流动 。 如 果 外 流 碱 如, 压力 沿 流动 方向 增 大 ,存在 逆 压 梯度 。 这 
种 情况 下 ,边界 层 内 的 逆 压 梯度 和 粘性 阻力 都 对 流体 流动 起 着 阻碍 作用 。 当 逆 压 梯度 足够 大 
时 ,物体 表面 附近 的 流体 质点 在 逆 于 梯度 作用 下 会 停止 前 进 或 向 上 游 回 流 。 边 界 层 外 部 流动 
的 流体 速度 比 边界 层 内 部 流体 速度 更 大 ,其 动量 较 大 ,能 够 克服 送 压 梯度 继续 向 下 游 流 动 。 寺 
是 ,在 边界 屋外 部 流动 和 物体 表面 之 间 形成 回流 现象 。 随 着 回流 迅速 向 外 扩展 ,边界 层 被 越 来 
越 远 地 脱离 物体 表面 ,形成 巨大 的 涡 旋 。 这 种 边界 层 分 离 现 象 称 为 边界 层 脱 体 。 

(2) 边界 层 的 分 离 点 

图 7.6 示意 边界 屋 的 分 离 过 程 , 即 灌流 动 方向 边界 层 中 速度 分 布 的 不 变化 情况 ,图 中 下 线 
表示 流体 绕 曲 面 的 边界 屋 厚 度 。 当 此 面 处 流 
体 动量 消耗 完了 时 ,在 壁面 4 处 出 现 速度 为 
堆 的 区 域 ,该 处 速度 辜 度 5 =0; 在 壁面 8 
处 ,壁面 附近 的 流体 运动 方向 相反 ,速度 神 度 


让 <0, 而 边界 层 外 缘 仍 疝 前 流动 ,在 上 处 出 


更 了 拐点 。 这 时 ,除了 整 面 上 的 流体 速度 为 
零 外 ,拐点 二 处 的 速度 也 为 等 。 紧 到 如 面 的 
边界 层 中 硕 流 和 回流 在 壁面 4 处 交汇 ,该 点 


处 的 速度 梯度 一 -0 ,于 是 定义 壁面 上 4 点 为 边界 层 的 分 离 点 。 


在 分 离 点 的 下 游 ,壁面 附近 的 流体 运动 方向 与 主流 方向 相反 ,虚线 abe 是 分 商 开 的 边界 层 
的 边 缚 ,点 上 与 分 敲 点 4 重 人 台 。 分 离 边 界 层 的 边缘 ate 是 边界 层 中 顺 流 和 回流 的 界线 , 称 为 零 
速 庆 线 。 零 束 庶 线 是 不 稳定 的 ,任何 微小 扰动 都 会 使 之 厂 玫 ,因此 而 产生 涡 旋 。 在 分 元 点 之 后 
产生 的 尾 涡 区 ,里 面 充满 了 误 旋 ,压力 三 小 了 。 对 于 圆柱 化 流 , 和 如果 以 前 驻 点 为 起 算 点 
(8=0), 尾 流 分 离 点 的 位 置 为 8= 81" 处 ,清流 可 以 推迟 到 8= 130"* 处 分 离 。 

(3 分离 条 件 

逆 压 梯度 和 改 面 附近 的 粘性 摩擦 将 引起 边界 野 分 离 。 但 是 ,只 有 当 压 力 梯度 与 切 应 力 榜 


度 相 比 足够 大 , 才 会 发 生 边 界 层 分 离 现象 。 对 于 层 流 ,速度 梯度 的 喇 级 为 了 ~ 号 ,粘性 切 应 力 


图 7.5 曲面 边界 屋 分 离 过 程 


则 为 玫 羡 ,于 是 可 得 切 应 力 梯度 为 丘 , 而 压力 棉 度 的 基 级 为 虹 ~ -p0 。 压 力 梯度 与 切 应 
力 梯度 相 比 ,得 到 


A = -pu {7.53.1) 


8 » ds 
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7.5.2 油 旋 诱 迪 振动 


(1) 圆柱 绕 流 

流体 的 物性 , 流 场 的 几何 条 忻 和 束 度 是 影响 流体 流动 的 基本 因素 ,它们 综合 起 来 的 无 因 次 
数 是 雷诺 数 Re。 对 于 粘性 流体 ,流体 绕 加 柱 流动 re ~ 
的 流 型 随 雷 诺 数 Re 不 同 ,特别 是 在 圆柱 下 游 尾 
流 中 有 很 大 差异 。 

当 Re<] 时 ,属于 小 雷诺 数 Re 圆柱 绕 流 情 
形 ,流体 绕 贺 柱 流动 上 .下游 对 称 的 情况 ,与 理想 
流体 绕 流 的 对 称 性 很 相似 , 即 车 流体 来 流 反 癌 ， 
上 ,下游 流 型 仍 相 同 ,如 图 7.7 所 示 。 但 是 对 于 粘 
性 流体 , 柱 体 影响 流 场 的 区 域 比较 广 , 即 使 在 数 图 7.7 小 雷诺 数 下 绕 圆 柱 体 流动 
倍 于 柱 体 直径 的 地 方 ,流体 囊 度 与 来 流速 度 Uf 还 旦 不 同 ， 

中 等 雷诺 数 Re 情况 下 的 圆柱 绕 流 ,在 边界 层 中 产生 了 满族 。 当 雷诺 数 Re >4 时 , 绕 流 在 
到 达 田 柱 后 圣 点 以 前 , 便 离 开 贺 柱 形 成 两 个 “附着 涡 " ,高 内 流体 不 断 循 环 。 图 7.8 表示 了 
Re = 10 的 圆柱 绕 流 。 随 着 需 诺 数 Re 增 大 , 涡 旋 也 增 大 ,在 较 高 雷诺 数 下 出 现 圆柱 尾 流 。 雷 诺 


数 Re =40 的 奖 柱 绕 流 如 图 7.9 所 7 。 


图 7.8 辣 圆 柱 体 的 流动 图 7.3 上 雍 园 柱 体 的 济 动 (Re=40) 

当 雷 诺 数 Re >40 时 ,圆柱 后 面 的 尾 流 是 非 定常 性 的 , 变 得 不 稳定 。 这 时 尾 流 中 速度 出 现 
规则 脉动 ,在 圆柱 两 侧 会 交替 地 发 生 旋 渴 脱落 ,并 在 尾 流 中 排列 形成 两 肇 旋 涡 ,该 涡 列 称 为 卡 
门 涡 街 ,如 图 7. 10 所 示 。 

-一 -一 如 果 雷 诺 数 Re 进一步 增 大 , 尾 
流 中 的 训 旋 变 得 更 加 不 稳定 ,并 分 测 
成 更 小 的 油 旋 ,速度 变化 也 不 规则 。 
雷诺 数 Re ~ 100 时 ,圆柱 面 上 形成 的 
边界 层 有 分 离 现象 。 当 雷诺 数 Re > 
200 时 , 妊 流 中 的 速度 呈现 强烈 的 不 

图 7.10 卡门 祸 村 规则 脉动 , 变 成 滴 流 尾 流 。 

在 雷诺 数 Re <3 xl10: 的 范围 内 ,边界 层 中 的 流动 为 层 流 ; 和 雷诺 数 Re > 3 x 10’ 后 ,边界 屋 
中 的 流动 向 庙 流 过 小。 大 雷诺 数 Re 情况 下 的 圈 柱 绕 流 ,与 中 等 雷诺 数 Re 情况 下 的 圆柱 伐 流 
已 有 很 大 差异 。 当 雷诺 数 Re > 3 x 10” 时 ,边界 层 中 的 流动 已 全 是 滴 流 , 尾 流 区 比 雷 诺 数 
Re >3 x10” 时 更 窄 ,边界 房 分 离 点 后 移 。 不 同 雷 诺 数 Re 情况 下 边界 层 分 离 位 置 如 图 7. 11 所 


To 
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Re==3x10 3x10 Reedxt Re 3x10 


图 7.11 不 同 虎 诺 数 的 边界 层 分 元 
随 着 省 诺 数 Re 不 同 ,图 柱 绕 流 
对 柱 体 的 压力 分 布 也 不 同 。 图 7. 12 
表示 了 理想 流体 ,小雪 诺 数 和 大 规 诺 
数 情 名 下 圆柱 绕 流 对 柱 体 的 压力 分 
布 。 


(21) 卡门 调 街 
当 雷 诺 数 Re =40 ~ 80 时 ,流体 
(5) 理想 流体 (b) 低 济 诺 数 。”(c) 高 雷诺 数 绕 贺 柱 流 动 中 特产 生 卡 门 广 街 ,如 图 
: : 7.10 所 示 。 卡 门 齐 街 是 由 一 和 聂 列 具 
图 7. 12 厂 园 柱 体 的 压力 分 布 有 国定 间 臣 的 二 维 单 涡 组 成 的 在 桂 


体 后 面 排列 成 为 几乎 平行 的 两 条 直线 。 卡 门 涡 街 中 处 于 图 柱 同一 侧 的 单 涡 旋 转 方向 相同 ,而 
处 于 圆柱 两 侧 的 单 涡 旋 转 方向 则 彼此 相反 。 
卡门 指出 ,大 多 数 圆柱 绕 流 中 混 旋 发 射 现象 是 不 稳定 的 ,因为 涡 旋 的 排列 情况 一 般 不 能 抵 
抗 任何 微小 的 挠 动 ; 只 有 当 两 排 漳 旋 之 间 的 臣 离 天 与 间 一 列 中 相 邻 渴 旋 之 间 的 熙 离 ! 的 比 
(hi) 为 0.2806 时 , 注 旋 发 射 现象 才 是 稳定 的 。 
当 辆 柱 绕 流 产生 的 涡 旋 发 射 现 象 是 稳定 的 情况 时 ,各 个 单 涡 相 疝 旋转 ,交错 地 从 柱 体 两 边 
发 射出 来 。 涡 旋 发 射频 率 与 绕 流 速度 , 即 与 来 流速 度 [成 正比 ,与 圆柱 直径 d 成 反比 , 设 齐 
旋 发 射频 率 为 /, 则 /= > 。 斯 特 罗 哈 数 St 是 不 定常 流动 的 无 重 岗 相似 准 数 , 如 果 选 择 训 放 发 
射 周期 7=1/f 为 特征 时 间 , 来 流速 度 U. 为 特征 速度 , 圈 柱 直径 d 为 特征 长 度 , 斯 特 罗 哈 数 
St = 六。 斯 特 罗 险 数 St 是 雷诺 数 Re 的 西数 。 
当 250 < Re <10 时 ,表示 斯 特 罗 哈 数 St 的 经 验 公式 为 
了， 二 na 19. 71 
St = 六 = 小 198| 1 |) (7. 5.2) 


在 10 < Re <10 的 区 间 内 ,斯 特 罗 了 哈 数 St 近似 为 常数 , 即 St =0. 2。 

辆 柱 绕 流 发 射 的 议 旋 在 以 绕 流 速度 以 。 向 下 游 流 动 外 ,还 以 相对 速度 wu 流向 柱 体 ,因此 滴 
旋 向 下 游 流动 的 绝对 速度 为 U。- nw。 通 过 计算 ,可 以 得 出 涡 旋 相对 于 绵 流 速度 U0. 的 回流 速 
度 为 


EH 三 5 也 (7.5.3) 


起 中 芽 是 祝 雍 的 环 量 。 
渴 旋 从 圆柱 体 脱 落后 产生 的 环 量 , 引 起 必用 于 柱 体 的 不 平衡 的 横向 力 。 当 注 旋 从 圆柱 栖 
两 边 交 赫 发 射 时 ,二 平衡 的 横向 力也 发 生 周 期 性 变化 .人 迫使 圆柱 体 振 动 。 如 果 作 用 力 的 频率 接 
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近 圆柱 体系 统 的 固有 ( 自然} 频率 ,将 发 生 共振 。 


7.6 润滑 理论 


设 高 速 运 转 的 轴承 和 轴 大 之 间 充 满 了 润滑 油 。 在 轴承 高 速 运 转产 生 的 巨大 压 差 必用 下 ， 
润 请 油 形成 偏心 贺 环 状 的 油膜 层 ,将 轴承 托 起 避免 与 轴 套 直接 接触 ,从 而 起 到 润滑 作用 。 油 请 
理论 是 精 性 力 起 作用 的 小 雷诺 数 问题 ,但 是 由 于 润滑 油层 内 的 流动 与 边界 屋内 的 流动 很 相似 ， 
可 以 利用 边界 层 理论 中 的 量 阶 估计 方法 来 简化 省 滑 理论 中 的 计算 。 


7.6.1 油膜 运动 方程 组 


(1 倾斜 平板 近似 模型 

将 轴承 和 轴 套 之 间 充 满 油膜 的 问 隙 划分 工 为 卫 和 两 部 分 ,4C 处 是 最 小 间距 ,BD 处 是 最 大 
间距 ,如 图 7. 13 所 示 。 在 第 1 部 分 中 ,轴承 运动 时 带动 油 肛 向 最 小 间距 方向 运动 ,在 第 正 部 分 
中 ,轴承 运动 时 带动 油膜 向 最 大 间距 方向 运动 。4 与 8 处 的 压力 相等 , 均 为 p。。 由 于 轴承 半径 
比 油膜 间 泊 大 得 多 ,可 以 近似 将 轴承 表面 48 和 轴 套 壁面 CD 视 为 平板 。 于 是 ,润滑 汕 在 轴承 
和 轴 夺 之 间 油 膜 间 肪 中 的 流动 ,就 可 以 近似 为 烙 件 流体 在 倾斜 平板 之 间 的 流动 。 在 无 界 平面 
导 板 上 建立 直角 坐标 系 oxys, 坐标 原点 为 0, 导 板 在 xz 平面 内 以 常 速度 UV 沿 x 方向 运动 ,如 图 
7. 14 所 示 。 导 板 上 方 不 远 处 有 一 块 固定 不 动 的 有 限 长 平板 ,与 x* 平 面 之 间 有 一 个 很 小 的 顿 射 
角度 m。 如 果 固 定 平板 在 z 方向 的 尺度 ,两 板 之 间 的 间 牙 相 比 是 够 大 ,两 板 之 间 的 流体 流动 可 
以 认为 是 二 维 平面 的 , 即 xy 平面 内 的 流动 。 在 两 平板 之 间 充 满 润滑 油 ,两 端 压 力 均 为 常数 p。。 
在 距离 原点 o 的 x 坐标 处 ,两 平板 之 间 y 方向 商 度 为 h(x) ,两 端 分 别 为 Ah 和。 设 固 定 平板 
在 ox 轴 上 的 投影 为 1, 则 


图 7.13 油膜 间隙 圈 7. 14 倾斜 平板 之 间 的 流动 


ee = 0(e’) (7,6.1) 
其 中 


(7.6.2) 
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(2}) 油 膜 运动 方程 组 
假定 h(x) 才 1 网 =h 作 或 8 = 以 可 以 看 敌 小 量 。 类 似 边界 层 理 论 中 的 量 阶 估计 ,如 
果 以 & 作为 估 阶 标准 ,可 以 得 到 


2 
du 9 a 二 
et = D0(e ) 
和 


部 = 0(£) 
DY! dx 
作为 一 级 近似 ,近似 认为 守 =0, 即 压力 p=p(x) 穿 过 油膜 薄 层 不 变 。 


通过 对 畏 性 不 可 压缩 流体 运动 方程 组 各 项 的 重 阶 估计 ,考虑 到 袖 腊 平面 运动 的 定常 性 , 方 
程 组 中 的 运动 方程 简化 为 


Du, du _ dp du, 
a ed (7.6.3) 
方程 组 中 的 连续 性 方程 为 
au eu 
t+ 0 (7. 6.4) 
运动 方程 (7.6.3) 中 ,惯性 力 与 粘性 力 之 比 的 其 阶 为 
eh = 2 = eh) = Ree 7.6.5 
上 式 表 明 惯 性 力 比 粘性 力 小 得 多 ,可 以 忽略 不 计 ,于 是 运动 方程 (7.6.31} 进 一 步 简化 为 
dp ,0 
-ps fn py (7, 6.6) 
由 于 定常 流动 横 截 面 上 流量 等 于 常数 ,连续 性 方程 (7.6.4) 可 以 表示 为 
HU =[ udy = 带 数 (7.6.7) 
边界 条 忻 为 
y= Ou, = U; yy = h:u, =0 [7.6.8) 
t=0:p= pp; = lp 三 Pi (7.6.9) 
简化 后 最 终 得 到 的 油膜 运动 方程 组 由 (7.6.6) 和 (17.6.7]) 式 组 成 ,边界 和 条件 为 47. 6.8) 和 
《7.6.9) 式 。， 
7.6.2 压力 分 布 和 症 度 分 布 
(1) 压 力 分 布 
对 运动 方程 (7. 6.6) 积 分 两 次 ,考虑 冯 边 界 条 件 (7. 6.8), 得 
NR pr/ 了 \ 
,= 0(1 -过 | (7.6. 10) 


压力 pz 沿 = 方 向 的 变化 由 /dx 不 及 带 数 ,利用 流量 方程 (7.6.7) 和 边界 冰 件 (7. 6.9), 可 
以 确定 dp/dx。 将 连 度 分 布 表达 式 (7.6.10) 代 人 流量 方程 (7. 6.7) ,得 
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0=—= RE (7.6.11) 
由 上 式 可 得 x 方向 的 压力 变化 为 
dp _ lt 0 
也 = wb 5 {7. 6. 12 ) 


设 和 =h" 处 ,四 =0,(7.6. 11) 式 改写 成 


"We Th (7.6. 13) 
将 上 式 代 人 (7. 6. 12) 式 得 
Se =- e( 三 -各 (7.6. 14) 


_ GuUfl hk | 7 5 
p = 2 人 (一 rd a (7.6. 15 ) 
由 边界 条 件 (7.6.9) 趟 可 以 确定 六 和 积分 攻 数 忆 , 国 
2 和 
Gu h, | 
Cap, - 7.6.17 
Po mh | 下 辣 司 


代 人 (7.6.13) 式 得 


[7.6. 18) 
(hk hh,) 
pe + Gm Ul Ch he 
特产 = 站 "代入 上 式 得 
hh 一 下 
p., = p. + NU Eh Ey (7.6.19) 
由 (7.6.18) 式 和 (7.6.19) 式 可 得 
pp _ SA - fk h,} (7.6. 20) 
Pus — Po hth —h,) 
注意 到 图 7. 14 中 表示 的 几何 关系 
内， 一 由 _ h— hh _] 天 
hh 1 h-hh 1 
[7. 6.20) 式 可 以 改写 成 xj 的 函数 形式 , 据 此 ,在 图 7.14 中 画 出 了 压力 分 布 图 ， 窘 易 证 明 
i Sh, < ] [了 . 6. 21 ) 


(hy +h)/2 + 
名 + 
上 式 表明 ,h" 截面 处 表示 的 压力 极 大 值 并 不 在 中 间 截 面 处 , 即 不 在 = 一 了 一 处 ,而 是 靠近 最 
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小 截面 =, 处 ,这 点 由 图 7, 14 中 的 压力 分 布 图 可 以 看 出 。 


{2) 速 度 分 布 
将 (7 了 7.5 14) 式 代 A 人 17.6. 10) 式 ,得 到 速度 分 布 为 
,= U1 -二 [+ 这 (1 -和 -)] (7.6.22) 


在 图 7. 14 中 画 出 了 速度 分 布 图 和 流 线 谱 ， 从 国 上 可 以 看 出 ,倒流 发 生 在 静止 固 壁 附近 压力 升 
高 的 区 域 。 


7.6.3 合力 和 合力 矩 


(11) 合 压力 
长 为 ! 的 运动 平王 上 的 全 压力 为 
_ fp pd 2 SU 2 1) 
Ps | (hPas es mle | (7.6. 23) 


其 中 上 = 向 xi 。 合 压力 已 的 大 小 依 束 于 大 的 数值 。 5 户 = 习 ,所 以 , 合 压 
办 PP 在 该 区 间 一 定 有 极 值 。 为 求 P 的 极 值 ,对 {7.6.23) 式 取 导 数 , 得 到 卡 应 满足 的 超越 方程 
为 

Ey + Sk -S11 -2k+1):nk =0 
上 面 超 趣 方 程 的 数值 解 上 =2.2。 当 上 =2.2 时 ,已 的 要 大 值 为 


p = 0.46 世 在 (7. 6. 24) 

(2) 合 粘 性 应 力 
长 为 1! 的 运动 平板 辟 上 的 粘性 切 应 力 ru 为 
Bw) Ed ug 3h° | 

nm = 可 = EU 2 = (4 -一 一 ) (7.6. 25) 

于 是 ,全 粘性 应 力 为 
i xUl 6{k -1) 
F = J ra - Ee Tn - | (7. 6. 26) 


合生 性 应 力 绾 对 值 与 合 压 力 绝对 值 的 比值 为 


(7.6.27) 


上 式 表 明 , 比 值 1FI7AIPI 正 比 于 小 量 hl, 这 意 昧 变 厚 度 的 精 性 流体 (油膜 ) 运 动 可 以 产生 远大 
于 条 插图 力 ( 合 粘性 应 力 ) 的 支撑 力 { 合 压力 })。 由 (7.6. 23) 式 可 知道 ,支撑 力 II 器 1 的 量 阶 为 
Les ~ ) ,因此 ,支撑 力 1P1 是 一 个 数值 上 比 摩擦 阻力 1FI 大 得 老 的 最 。 

当 户 按 (7.6.24) 式 取 极 太 值 时 ,会 粘 性 应 力 和 比值 1F1A1P1 的 大 小 为 

F = 0.756 | 4 (7.6. 28) 
13) 会 力 短 
在 长 为 1 的 背 动 平板 壁 上 ， 油膜 送 动产 生 的 合力 短 上 为 
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家 二 [i -ed = Ep ee _ ky + 
由 介 力 算 虐 和 合 压 力 PP, 可 以 求 出 全 压力 PP 作用 点 x 的 位 置 
2 1 一 2kmk | (7. 6. 30) 
:PP 2Lk-1 (kl)Ink-2(£-1) 
当 各 压力 中 取 极 大 值 时 ,人 各 压力 呈 作 用 点 x = 人 0.571, 即 在 (0, 中 区间 的 中 点 附近 ,向 右边 最 窑 
病 卉 掩 。 
妇 果 运动 平板 不 是 朝 着 最 小 截面 方向 运动 ,而 是 朝 着 最 大 截面 方向 运动 ,即将 以 上 推导 的 
所 有 各 式 中 平板 速度 上 换 为 -U, 于 是 ,运动 平板 受到 的 是 压 向 面 定 板 的 作用 力 ,不 是 受到 推 
开 的 支撑 力 。 
在 鱼 慢 的 变 薄 层 粘 性 流体 流动 中 ,产生 高 压 是 油膜 润滑 流动 的 特点 。 上 述 理 论 计算 是 在 
二 维 平 面 运动 的 假定 下 进行 的 ,假定 中 认为 轴承 在 :方向 无 限 ,粘性 系数 是 和 常数。 事实 上 , 轴 
承 在 x 方向 的 尺度 是 有 限 的 ,而 且 由 于 摩擦 生 热 使 轴承 温度 升 高 ,油膜 的 支撑 力 和 精度 都 将 恕 
剧 降低 。 这 种 情况 下 求 一 区 近似 解 失 效 , 因 为 惯性 力 与 粘性 力 之 比 的 基 阶 Ree 可 以 接近 1 或 
大 于 1 ,惯性 力 与 粘性 力 相 比 已 不 能 忽略 ,必须 将 惯性 力作 为 外 力 , 再 去 求 二 次 近似 解 。 本 节 
介绍 的 方法 可 以 推广 到 圆 篇 及 人 妃 心 圆柱 之 间 的 烙 性 流体 运动 计算 中 去 。 


k 
-nj [7 了 .629] 


7.7 图 管 野 流 流动 


流体 在 不 同形 状 的 管内 流动 ,流动 状态 和 流动 规律 一 般 基 不 相同 的 。 管 内 流体 流动 是 层 
流 状态 时 ,流体 速度 大 小 沿 管 径 变 化 ,速度 分 布 旦 犯 物 线 型 , 层 流 阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 。 
管内 流体 流动 是 山 统 状 态 时 , 管 中 心 部 分 流体 速度 大 小 沿 管 径 变化 平坦 , 管 壁 附近 的 流 址 速度 
变化 陡峭 , 庙 流 阻力 近似 与 速度 的 平方 成 正比 。 管 内 流动 的 速度 分 布 和 压力 分 布 ,可 以 通过 实 
验 测 量 或 计算 获得 。 管 道 复杂 的 几何 形状 对 流传 流动 状态 有 显著 影响 。 者 管 层 流 流动 状态 是 
比较 简单 .也 最 为 常见 的 一 类 流动 形式 。 


7.7.1 进口 段 流 动 


流体 在 管道 进口 处 ,速度 分 布 河 整 个 管 夫 而 是 近似 均匀 的 。 由 于 流体 的 粘性 ,靠近 管 壁 的 
一 层 流体 附着 在 管 整 上 ,这 层 流体 与 管束 的 相对 速度 
为 零 。 如 果 流 量 沿 管 长 不 变 ,在 距离 进口 的 一 有 长 度 。 进口 。 边界 层 的 厚度 充分 发 展 了 的 管 六 
内 ,管道 中 心 流速 不 断 增 大 ,直到 管内 速度 分 布 不 青 一 
随 管 长 发 生变 化 ,这 段 管 长 称 为 进口 段 ,如 图 7.15 所 a 
示 。 进 口 段 内 发展 著 的 流动 与 壁 而 缆 流 情况 相似 , 因 ee 
此 ,讨论 进口 段 内 的 流动 问题 需要 应 用 边界 层 理论 。 
进口 段 以后 的 流动 称 为 充分 发 展 了 的 流动 。 
管道 进口 处 的 边界 层 厚 度 为 零 , 流 体 速 度 是 均 勾 分 布 的 。 随 着 流体 向 下 游 流 动 , 管 辟 上 边 


界 层 厚度 不 断 增加 ,流体 速度 不 是 均匀 分 布 的 ,存在 轴 向 速度 实 度 一 。 当 边 界 层 厚度 发 展 到 
#5 
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与 彰 半 竺 大 小 相当 时 ,流体 速度 分 布 不 再 发 生变 化 ,管内 渡 动 成 为 充分 发 展 了 的 流动 ,速度 拓 
量 的 和 拓 端 曲 战 呈 抛 物 线 型 。 从 管道 进口 处 到 管 流 充 分 冀 展 这 一 段 让 离 L, 就 是 进口 段 长 座 。 


在 边界 层 中 ,流体 流动 受到 第 壁 的 阻 洪 作 用 ,流体 速度 沿 半径 变化 ,存在 径 向 速度 梯度 一 。 管 


流 边 界 层 之 外 是 有 势 流动 , 径 向 速度 梯度 为 鹤 。 由 于 沿 流 动 方向 边界 层 厚 度 逐 毅 增 加 , 管 截面 
势 流 核心 区 逐 裔 减 小 ,因此 , 流 体 在 势 流 核心 区 的 流动 加 速 , 产 生 压 降 ,增加 了 附加 阻力 。 
进口 段 中 流体 未 充分 发 展 , 沿 管 长 存在 压 差 Ap。 进 口 段 压 盖 计算 公式 为 


2 (7,7.1) 


| 可 
PC 


其 中 二 p 是 单位 体积 质量 的 动能 ;A 是 流 动 充 分 发 展 时 的 摩擦 阻力 系数 ;U 是 管 截 面 平均 如 


度 ;m 是 校正 系数 ,通常 取 m=1.31。 
当 雷 诺 数 Re <2100 时 ,管内 流动 是 性 流 状 态 , 进 口 段 长 度 上, 可 由 下 式 近 似 计 算 


= 0. 59 + 0.055Re (7.7.2) 
其 中 d 是 管 径 。 实 流 情况 下 ,进口 段 长 度 上, 的 计算 式 为 
.4 Re)t (7.7.3) 


区 
济 流 边界 层 厚 度 比 层 流 边界 层 厚 度 增长 快 ,因此 , 济 流 进口 段 长 度 比 层 流 进口 段 长 度 更 短 。 一 
般 计 算 中 , 层 流 进口 段 长 度 大 臻 可 取 为 100d, 潢 流 进 口 眉 长 度 大 致 为 50d。 


7.7.2 定常 流动 运动 方程 


在 管 半径 为 员 . 长 度 为 工 的 圆 截 面 水 平 直 管 内 , 庆 企 油管 轴线 作 轴 对 称 定常 流动 。 建 立柱 
坐标 系 (r,b,z) , 管 轴线 为 = 轴 , 如 图 7.16 所 示 。 流体 治 
管 轴 z 方 向 作 轴 对 称 定常 流动 ,流动 是 充分 发 展 的 ,管内 


压力 和 速度 分 量 不 随时 间 变 化 。 
管内 压力 为 
图 7.16 圆 管 定常 流动 p= plr,a) (7.7.4) 
压 差 Ap 的 大 小 为 
Ap = p=-p (7.7.5) 
其 中 p, 是 z=0 处 的 压力 ,pi 是 == 工 处 的 压力 。 
速度 分 量 为 
uu, 三 D0, wu =0, wu, = u(r) (7.7.6) 
由 上 式 中 第 三 式 得 到 
Ei cd Le (7.7.7) 


于 是 , 圆 管 层 流 定常 流动 的 柱 坐 标 系 运 动 方程 为 
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心 = 三 一 op 
nr 
-_1 i ee 
0 ee (7.7.8) 
__P ,di du 
ds r 于 
由 上 式 可 彻 管内 压力 p 与 r,8 无 美 ,(7,7.4) 式 栾 为 
p= p(tz) {7.7.9) 
因此 可 以 改写 对 的 导数 形式 为 吧 = 里 , 引 人 (7.7.8) 式 得 
dp -工本 | du 
dr Fr F(' 芋 ] is, 


上 式 左 端 是 = 的 函数 , 右 端 是 + 的 函数 ,只 有 两 端 等 于 同一 常数 C 时 ,{7.7.10) 式 才 成 立 。 设 
常数 C= 各, 则 里 = 人, 将 之 代 和 (7. 7. 10) 式 ,运动 方程 (7. 7.8) 变 为 


=- 
dr 
| 9p 
0=- 一 一 .1 
F386 (7.7.1]) 
1 di du Ap 


7.7.3 管 流 速度 分 布 


对 运动 方程 (7.7. 11) 式 积分 ,得 
_ 2 


n= a + Clnr + €C, (7.7. 12) 
边界 条 件 为 
Se 0: 二 (7.7. 13] 
由 边界 条 件 可 定 册 积分 常数 
Mp ,i 
C=0, 5&, Ss (7.7.14) 
将 上 式 代 人 (7.7.12) 式 ,得 到 等 直 圆 管 定 常 流动 的 速 应 分 布 
ee Ap 了 机 国 及” 各 | _ 下 
人 ol- pak [a | bap 


(7.7,153) 式 古 抛 物 线 方程 ,所 以 管 截面 上 的 速度 基 按 抛物 线 分 布 的 。 当 r= 人 0 时 ,由 (7.7.15) 
式 得 到 管 中 心 的 速度 , 即 管 截面 上 的 最 太吉 唐 为 
用 | Ap 
(yu,) = || (7.7.16) 
?7.7.4 喧 根 - 泊 禹 叶 公 式 


通过 管 截面 的 流量 为 
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RR 
二 一 一 OP 
地 = | ud4 = 2 urdr 四 2 rl Can (7.7.17) 


_ TApf i 2 
Ba | 


上 式 称 为 险 根 - 泊 笋 叶 公式 , 它 表 明 屋 流 时 流量 正比 于 单位 管 长 上 的 压 降 以 及 管 半 径 的 四 次 
方 。 这 一 规律 是 哈 检 和 泊 黎 叶 先 后 与 1839 年 和 1840 年 通过 实验 发 现 的 。 哈 根 - 泊 禾 叶 公 式 
对 于 管 遵 阻力 研究 有 重要 意义 ,在 工程 中 应 用 很 广 荆 - 

管 截面 上 的 平均 速度 0 可 以 由 流量 Q 内 以 截面 面积 4 得 到 , 即 


RPR . | 
0_y | LL/_RI_a 
U0U= = = 下 (党 (7.7.18) 
将 上 式 与 47.7.16) 式 比较 ,可知 平均 速度 已 是 最 大 速度 (a)。 之 半 , 即 
1 本 二 
i (7.7.19) 
尾 意 半径 > 处 的 速度 可 以 用 平均 建 庶 忌 来 表示 ,速度 分 布 式 (7.7.15$) 改 写 为 
站 = (uw ) ol! - (EE) ]= 20(1 - (£)] (7.7, 20) 


7.7.5 阻力 公式 


等 直 困 截面 管内 ,流体 作 定常 流动 时 受到 的 阻力 可 以 用 单位 管 长 上 的 压 降 来 表示 。 于 是 
由 (7.7.18) 式 得 


ApP __ Sut 
= (7.7.21) 
上 式 裤 明 , 屋 流 时 阻力 与 速度 一 次 方 成 正比 。 改 写 (7.7.21) 式 为 
BU 2d ,Lp 人 4 .了 工 .6C 了 了- 
ER | 得 2 ppdpr dd + La 
在 上 式 中 引信 摩 擦 上 阻力 系数 
b4 G4 z 
A (7.7.,23) 
(7,7.22) 式 可 以 写成 
__ ipt 
Ap = 一 人 二 站 17,7,24) 


7.7.6 球面 上 的 切 应 力 
管束 上 的 切 应 力 可 以 通过 积分 运动 方程 (7.7.11) 式 来 求 得 。 根 据 牛 顿 粘 性 定律 ,有 


di we 
Tf, sis (7.7,25) 
郊 上 取代 人 运动 方 称 (7.7.11) 中 的 第 三 式 , 积 分 得 
了 = -个 . 工 + 二 (7.7.26) 


其 中 积分 浓 数 C=0, 这 是 由 r=0 时 切 应 力 为 有 限 值 所 确定 的 。 于 是 得 
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Pe 


r= (7.7.27) 
上 式 表 明 , 管 截面 上 的 切 应 力 旺 线性 分 布 。 在 管 璧 上 
r= FR, Tr = Ts C7. 7. 28) 
代 人 人 (7.7.27) 式 得 管 避 上 的 切 应 力 为 
T_ =- 闻 .R 【7 了 7.7. 39) 
管 壁 上 切 应 力 与 单位 体积 质量 的 动能 之 比 , 称 为 范 宁 摩 氛 因 子 记 即 
fe (7.7.30) 
27U 
由 (了 7 了 .7.221) 式 (7T,.7.2331) 式 人 (7.7.29) 式 和 (7. 1/ 30) 式 ,可 得 范 宁 靡 氛 因 子 了 的 计算 式 
/= 和 = 全 (7.7.31) 


因子 的 4 售 , 或 者 说 , 范 宁 摩 氛 因 子 f 
与 雷诺 数 N;, 的 玩 积 为 定数 16。 

实验 研究 中 ,通过 测定 沿 管 长 的 压 降 Ap, 应 用 管 壁 切 应 力 公 式 (7.7.29) 凤 可 获得 管 壁 上 
的 切 应 力 r 。 由 于 测定 压 降 Ap 比较 容易 ,所 以 管束 切 应 力 公式 47. 了 29) 在 工程 中 有 重要 的 
实际 意义 。 

对 于 管内 沸 流 流动 问题 ,需要 应 用 滑 流 半 经 验 理论 来 处 理 。 为 了 研究 的 便利 ,通常 将 管内 
潜流 流动 问题 分 为 光滑 管 和 粗粮 管内 流动 两 大 类 。 由 回 丧 面 水 平 直 管 内 层 流 流动 推导 出 的 切 
应 力 公 式 (7.7.29) 也 适用 于 满 流 流 动 。 对 于 沸 流 流动 ,(7.7. 29) 式 中 的 切 应 力 7 是 粘性 切 应 
力 与 庙 流 附加 应 力 之 和 。(7. 7.29) 式 表明 , 管 截面 上 一 点 处 的 切 应 力 7 与 该 点 至 管 轴线 的 中 
高 r 成 正比 ;在 管束 上 切 应 力 T 有 最 大 值 r。。 


习 题 


7. 1 一 贺 管 半径 为 ,长 为 上 ,轴线 与 欠 季 方向 夹 角 为 =。 当 粘性 不 可 压缩 流体 定常 流 过 
图 管 时 , 管 端 压力 分 别 为 m 和 户 ,忽略 管 端 效应 , 求 管内 速度 分 布 s, 和 体积 流量 0。 


{pp, -pgLeoaa) |R’ : Tp, — (pp, -pgLeose) |R 
(| 
7.2 两 个 同 轴 回 柱 面 之 间 的 粘性 不 可 压缩 流体 在 压力 梯度 作 > 

用 下 作 定 常 运动 。 两 个 同 轴 贺 柱 曾 的 半径 分 别 为 a 和 ,轴线 方向 长 
度 无 限 。 设 管 轴线 方向 的 压力 梯度 为 常数 , 若 不 计 外 力 , 试 求 柱 面 之 4 攻 ， 
间 流 体 流动 的 速度 分 布 , 以 及 管 壁 上 所 受到 的 粘 性 摩擦 力 71,.. 和 从 


TI 


A 了 3 a 了 InirAa) 0 : 
(答案 :=[ (0 -+ 其 中 = - 蜡 ， 人 
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A do -6b) A (ae -6b) 

fl .= -本 talntarby l= -= ly 
7.3 在 非常 靠近 的 两 块 倾 斜 平板 之 间 的 甸 隙 中 ， 
帖 性 不 可 压 靖 芒 体 由 于 平板 的 运动 产生 流动 设 与 下 
板 倾 斜 的 土 板 宽度 有 限 而 长 度 无 限 , 下 极 是 无 限 平 面 ， 
两 板 的 夹 朋 为 a, 上 板 在 下 板 土 的 投影 宽度 为 a。 板 间 
两 端 通道 的 距离 分 别 为 h, 和 4,, 在 运动 过 程 中 保持 男 
定 不 变 。 下 板 以 较 小 的 速度 以 沿 = 轴 的 正方 向 运动 。 
若 通道 进 .出品 的 流体 压力 相等 ,不 计 外 力 , 求 速度 分 

布下 .压力 -ps ,流量 和 流体 作用 在 运动 平板 上 的 总 压力 FF 。 


2h,h, bb, . hh, 
[答案 := 2 1 a ~“) + 人 


0 uDxr(a -xr) th -h, 3 F = -SU | 
a(h, + hs ) (A — ex) a” 记 kh + A 

7.4 一 半径 为 a 的 球 沉 设 在 很 帖 的 不 可 压缩 流体 中 , 球 绕 其 本 身 的 直径 以 很 小 的 等 角 速 
度 w 旋转 ,带动 流体 发 生 运动 。 设 压力 在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 若 和 不 计 外 力 , 求 作 用 在 球 上 的 
总 摩 氛 力 矩 村 。[ 管 案 := -Sm w) 

7.5 设 一 半径 充分 大 的 平 而 圆 盘 , 绕 与 它 垂直 的 轴线 在 粘性 不 可 压缩 流体 中 作 等 角 连 度 
旋转 , 试 证 洪 贺 盘面 边 田 层 厚 度 是 常数 。 

7.6 粘性 不 可 压缩 流体 以 速度 U 流 进 一 覃 直径 为 d 的 细 立 直 管 ,边界 层 自 管 局 开始 生 
长 。 取 管 轴 为 x 轴 , 原 点 在 管 口 , 离 管 口 1 外 实现 图 管 泊 牧 叶 层 流 流动 , 问 ! 等 于 名 少 7 【答案 : 
1 =0.03dRe ,其 中 雷诺 数 Re = Ud/y) 

7.7 一 个 圆 球 放 在 流速 为 1, 6ms 的 水 中 ,受到 阻力 为 4. 4N。 另 个 直径 为 其 两 倍 的 图 
球 置 于 一 风 润 中 , 求 在 动力 相似 条 件 下 风 回 4 的 太 小 及 球 所 受 的 阻力 Ftpaar/ys =13 ,psa = 
1. 28kg/m )。( 管 案 ;w=10. dms,F =0. 865N) 

?7.8 斌 证 明 两 个 无 限 太 畴 定 平 板 间 层 流 流动 的 平均 流 囊 是 最 大 流 巡 的 2/3， 

7.9 洛 平 板 流 动 的 两 种 让 质 ,一 种 是 标准 状态 的 空气 ,其 流速 为 和 ms, 男 -- 种 基 20TC 的 
水 ,其 流速 为 1.5mya, 求 二 者 在 同一 位 置 处 的 层 流 边 前 层 摩 度 之 比 。 (和 痊 娄 :0 07， 
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